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0 Mathematische Notationen

0.1 Mengen

0.1.1 Naive Mengendefinition

Eine Menge ist eine Zusammenfassung von bestimmten und wohlunterschiedenen Objekten. Es gelten
die folgenden Aussagen:

x € M: x ist Element von M, x gehort zur Menge M (,,x aus M*).

x ¢ M: x ist nicht Element von M, x gehort nicht zur Menge M.

0.1.2 Mengenschreibweisen

Es gibt die aufzéhlende und die beschreibende Mengenschreibweise:

aufzdhlend: M = {z1,z2,...,2,}
Bsp.: M = {Merkur, Venus, Erde, Mars}

beschreibend: M = {z: z hat die Eigenschaft ¢}
Bsp.: M = {z: z ist innerer Planet}

0.1.3 Mengenrelationen

A C B ist eine Teilmengenrelation und bedeutet: A ist Teilmenge von B, A ist Untermenge von B
oder B ist Obermenge von A. D. h. jedes x € A gehort auch zu B.

B D A bedeutet genau das gleiche wie A C B.

A = B bedeutet: A C Bund B C A.

() ist die Menge, die kein Element enthélt. () heikt leere Menge. Fiir jede Menge A ist () C A.
P(M):={A: AC M} ist die Potenzmenge von M. Fiir M = {a,b, c} ist

P(M) ={0,{a},{b},{c},{a, b}, {a,c},{b,c},{a, b, c}}

die Potenzmenge. Fiir alle Mengen M gilt insbesondere M C P(M).

0.1.4 Mengenoperationen
Vereinigung:
AUB ={z:z € Aoder x € B}

Durchschnitt:
ANB={z:z€ Aund z € B}
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Fiir Durchschnitt und Vereinigung gelten folgende Aussagen:
ANBCA,Bund A, BC AUB.

Differenz:
A\B={z:z€ A, x ¢ B}

kartesisches Produkt:
Ax B={(a,b):a€ A, be B}

Fiir jedes Paar (a,b) gilt:
(a,b) = (a1,b1) & a=ay, b=b.

Sei nun A # () und zu jedem Element A\ € A sei M) Menge. Dann setzt man

UM,\:{$::C€M)\fﬁrein)\€A},
AEA

die Vereinigung der Mengen M) und

ﬂ M)y = {z: x € M, fiir jedes X € A},
AEA

der Durchschnitt der Mengen M)

Bereits bekannte Mengen von Zahlen

Zeichen | Name Beschreibung

N Menge der natiirlichen Zahlen | IN = {1,2,3,...}

/4 Menge der ganzen Zahlen Z=1{0,1,-1,2,-2,...}
Q Menge der rationalen Zahlen | Q = {%: peEU, qe ]N}

0.2 Abbildungen

Seien A, B Mengen.

0.2.1 Naive Abbildungsdefinition

Eine Abbildung oder Funktion f von A nach B ist eine Vorschrift, die jedem a € A ein eindeutig
bestimmtes b € B zuordnet.

Schreibweise:

B

f: A
a f(a)

—
—

0.2.2 Graph von f

Sei f: A — B eine Abbildung. Dann ist
graph f = {(a, f(a)):a € A} C AXx B

der Graph von f.



0.3 Elementare Logik

0.2.3 Komposition
Sind f: A— B, g: B— C Abbildungen. Dann heifst

gof:A—C (go f)la)=g(f(a))

die Komposition “g nach f*

0.2.4 Definitions- und Wertebereich

Sei f: A — B eine Abbildung. Dann heift A der Definitionsbereich und B der Werte-/Zielbereich
von f.

0.2.5 Bild und Urbild

Fir A1 - A heifst
f(A):={f(a):a€ A1} CB

Bild von Ay unter f. Insbesondere ist f(A) das Bild von f.
Fir B; C B heift
fY(By) :={a: f(a) e B} C A

Urbild von By unter f.

0.2.6 injektiv, surjektiv, bijektiv

Die Funktion f: A — B heift
surjektiv:  f(A) =B
injektiv:  fiir beliebige z,y € A, x # y gilt: f(z) # f(y)
bijektiv:  f ist injektiv und surjektiv

0.2.7 Umkehrfunktion

Ist f: A — B injektiv, so gibt es eine Funktion/Abbildung f~!: f(A) — A mit f~}(f(z)) = z. f!
heifit Umkehrfunktion von f auf f(A). f~! existiert genau dann auf B, wenn f bijektiv ist.

0.3 Elementare Logik

A und B seien Aussagen, wahr oder falsch.

A = B bedeutet: ,aus A folgt B¢
aus der Giiltigkeit der Aussage A
folgt die Giiltigkeit von B
A ist hinreichend fiir B

B ist notwendig fir A
B < A hat genau die gleiche Bedeutung

B < B bedeutet: ,genau dann“, A und B sind dquivalent
A und B sind zugleich richtig oder falsch
gleichbedeutend: A = B, A< B
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1 Die reellen Zahle

1.1 Der Korper IR

1.1.1 Definition: IR

Es gibt eine Menge IR — die Menge der reellen Zahlen — und darauf sind eine Addition = 4 y und
eine Multiplikation z - y erklért, so daf folgende Regeln (Axiome) erfiillt sind:
Seien z,y, z € IR beliebig

1. Assoziativitatsgesetz:
(z+y)+z=a+(y+2)
(-y)-z=z-(y-2)

2. Kommutativgesetz:
rt+y=y+uzx

3. Existenz von 0 und 1

Esgibt 0 e Rmit 0+z =2
Esgibt le Rmitl-z==x

4. Existenz der Inversen:
Zu jedem x € IR gibt es ein (—z) € R mit 2 + (—z) =0
Zu jedem x € R\ {0} gibt esein 27! € Rmit x- 271 =1

5. Distributivgesetz: - (y +2) =z -y+x -2

1.1.2 Bemerkungen

(1) Jede Menge, in der eine Addition und eine Multiplikation erklart sind, so daf 1-5 gelten, heiftt
Korper.

(2) z.B. ist Q ein Korper.

(3) Statt z + (—y) schreibt man = — y.

Statt 1 schreibt man %

Statt « - y~! schreibt man %

1.2 Anordnung von R

1.2.1 Definition

IR ist angeordnet, d. h. es gibt eine Menge P C IR mit:
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1.) Fiir ein beliebiges z € IR ist x = 0 oder € P oder —x € P.
2) Firz,ye Pist z +y € P.
3.) Firz,ye Pist x-y € P.

P ist die Menge der positiven reellen Zahlen. Statt x € P schreibt man auch x > 0 oder 0 < x.
r<ysy—xeP, dhy—ax>0c:y>x

1.2.2 Bemerkungen

(a) x € P heift: z ist positiv, —z € P heift: = ist negativ.

(b) Jeder Korper mit den Eigenschaften 1.), 2.), 3.) heifst angeordneter Korper, z. B. ist Q angeordnet
mit P = {g: p,q € ]N}

(¢) IR wird geometrisch gedeutet als Zahlengerade.

1.2.3 Regeln

Seien x, ¥, z,t,u,v € IR:

1.3 Die Vollstandigkeit von R

1.3.1 Definition

Sei M e R, M #0, £ € R
(a) & heifst obere bzw. untere Schranke von M, wenn fiir alle z € M gilt: x < £ bzw. = > .

(b) Gibt es eine obere bzw. untere Schranke, so heifst M nach oben bzw. nach unten beschrankt.
Existieren beide Schranken, so heifit M beschrdinkt.

(c) Ist & obere bzw. untere Schranke mit £ € M, so heifit £ das Maximum max M bzw. das Minimum
min M von M.

1.3.2 Beispiel

Sei M ={z: 0 <z <1}. Esist 0 =min M und 1 ist obere Schranke von M, aber 1 ¢ M. = max M
existiert nicht.



1.3 Die Vollstédndigkeit von IR

1.3.3 Volistidndigkeitsaxiom

Jede nach oben beschrinkte Menge M C IR besitzt eine kleinste obere Schranke, das Supremum von
M: sup M. Genauso besitzt jede nach unten beschréinkte Menge M C IR eine grofte untere Schranke,
das Infimum von M: inf M.
Fiir sup M bzw. inf M gilt:

(a) s ist obere bzw. untere Schranke
(b) € < s bzw. £ > s = es existiert x € M mit x > £ bzw. z < &.

Gelten (a) und (b) dann ist s = sup M. bzw. s = inf M.

Beweis: s ist obere Schranke (a)
¢ < s = £ ist keine obere Schranke

(b)
= s ist kleinste obere Schranke, also s = sup M.

1.3.4 Beispiel
Sei
M:{x_y:0<y<1,0<x<y2}
Tty
Es ist

r+y>0undz—y<y’ —y=yly—1) <0

$_
—_— y
T4y

< 0 = obere Schranke

Behauptung: sup M =0

Beweis:
(a) s =0 ist obere Schranke.

(b) Sei —3 <¢<0,y=14+fundor =142 =0<3<y<l1
0<i<az=1420<1+26+& =y

Gilt nun
Ty & g
x+y 243
Es ist
24+3¢>2+3 L =1= >1= 3 >
3) 2+ 3¢ 2+ 3¢

(b) ist erfiillt
= supM =0¢ M
1.3.5 Existenz des Infimums

Jede nach unten beschrinkte Menge m € IR besitzt immer eine grofite untere Schranke, das Infimum
von M: inf M.
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Beweis: Sei M nach unten beschrinkt, N := {—z|z € M} sup N = —inf M

1.3.6 Archimedische Eigenschaft

IN ist nicht nach oben beschrankt.

Beweis: (Indirekter Beweis)

Annahme: IN ist nach oben beschrankt. Damit existiert supIN = s.

= s —1 ist keine obere Schranke. D. h. es gibt n € IN, so dafs n > s—1ist. = n+1 > s. Widerspruch
zu supIN = s.

1.3.7 Folgerung

inf{%:nelN}:O

Beweis: Das Infimum ist > 0, weil % > 0 ist fiir alle n € IN.
(a) 0 ist untere Schranke

(b) Sei & > 0.
DanngibteseinnG]Nmitn>%.:%<§6{...}:>inf{...}:0

1.3.8 Satz

Gilt M C N und ist N nach oben bzw. unten beschrénkt, so gilt:

supM < sup N bzw. inf M > inf N.

Beweis: s =sup N ist insbesondere obere Schranke fiir NV, also auch fiir M.
= sup M < s. Fiir das Infimum genauso.

1.3.9 Satz

Seien M, N € R. Setze —M :={—x:x € M} und M + N :={z+y: x € M,y € N}. Dann gilt:

—_

sup(M + N) =sup M + sup N, falls M und N nach oben beschrénkt sind.

\)

. inf(M + N) = inf M + inf N, falls M und N nach unten beschrénkt sind.
3. sup(—M) = —inf M, falls M nach unten beschrinkt ist.

4. inf(—M) = —sup M, falls M nach oben beschriankt ist.



1.4 Absolutbetrag

Beweis: von (2):

Setze m := inf M und n :=inf N

zeM,ye N=zxz>m,y>n

= x4y > m+ n, also ist m + n untere Schranke fir M + N.

Wahle & > m + n.

Dann existieren Zahlen x € M und y € N mit x +y < £ (£ =& +&2,& > m, & > n).
Finde z € M und y € N, so dab = < & und y < & ist. = m +n = inf(M + N).

1.4 Absolutbetrag

1.4.1 Definition

Fiir x € IR heiftt

2] T firz >0
z| =
—x firz <0

absoluter Betrag und

firx >0
sign(z) :== 40 fir x =0
-1 firz<0
Vorzeichen von x.
Es gelten:
T < |J“” —r < |33|, |‘T| = max{a:, _J“}
x =sign(x) - |z|, |z| =sign(x) -z

|z| <e <= —e<z<e

|z| <e «<—= —e<z<e

1.4.2 Dreiecksungleichung

Fiir alle z,y € IR gilt:
[z 4yl < [z + |y

2] =Tyl < |z -yl

Gleichheit gilt genau dann, wenn x - y > 0 ist.

Beweis:
(1) z+y<|z[+yl

r+y <|z|+
(2) —<x+y>:—x—ys\x|+\y|}' yl < lal + 1yl

Gleichheit genau dann, wenn in (1) oder (2) Gleichheit ist.
2] = [(z —y) +yl < o —y[+ [yl = |2[ = |y < [z —y]

ly| — |x| genauso.
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1.4.3 Intervalle

Seien a,b € IR mit a < b. Setze

(a,b) = {z:a<z<b} offenes Intervall

[a,b] = {x:a<x<b} abgeschlossenes Intervall
[a,b) = {x:a <z <b} halboffene Intervalle
(a,b] = {z:a<z<b}

1.4.4 Bemerkung

Fiir jedes dieser Intervalle I ist sup = b, inf I = a.

Beweis: b ist obere Schranke fiir I.

§<b,a<§<b:x:¥
= < <b
= zxze€l
= £ ist nicht obere Schranke

1.4.5 Definition

Fiir © € IR heiftt [z] die grofte ganze Zahl< z, d. h. [x] = sup{n € Z: n < z}. Es gilt [z] < x < [z]+1.

1.4.6 Satz

In jedem Intervall (a,b) gibt es ein 7 € Q und s € R\ Q. (,Q und IR\ Q liegen dicht in IR¥)

Beweis: Fiir r € Q (spéter in auf Seite [0 fir s € R\ Q).

e Zunichst: b—a >1
[b] fir b ¢ 7Z

Setze r =
[b] =1 sonst

o Allgemein: Wihle ¢ € IN so, dak ¢(b — a) > 1 ist (archimed. Eigenschaft).
Das Intervall (qa, ¢b) enthilt p € Z. = (a,b) enthélt % €Q,
denn: qa<p<qb:>a<§<b:>§e(a,b)

1.4.7 Erweiterungsmoglichkeiten

Erweiterung von IR: Man setzt IR = IR U {—00, 00} (—00, 00 sind keine Zahlen).
Sinnvolle Relationen und Operationen:

—o0 < x < oo fiur alle x € IR
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1.5 Vollstandige Induktion

fur alle z € IR

T —00=—00
x-00=00,2(—00)=—00 fiirz>0
x-00=—00,x(—00) =00 fiirz<0

Lo % _ofirreR
00 —00
%:oofﬁra:>0,%:—oofﬁra:<0

Erweiterung des Intervallbegriffs: (—oco,b] = {r € R: z < b}.
Analog sind (—o0, b), [a, ), (a,00), (—o0, 00)

Erweiterung des Supremum-/Infimum-Begriffs:
Ist M C IR, M # ) nicht nach oben bzw. unten beschrinkt,
so setzt man sup M = oo bzw. inf M = —oc0.

1.5 Vollstandige Induktion

1.5.1 Induktionsprinzip

Gegeben seien A(n), Aussagen fiir n € IN.

(1) [Induktionsverankerung/-voraussetzung| A(1) sei wahr.

(2) |Induktionsschritt] Aus der Giiltigkeit von A(n) folgt die Giiltigkeit von A(n + 1) fiir alle n € IN.

Dann sind alle A(n) wahr.

Beweis: Sei M = {n: A(n) falsch}, 1 # M.
inf M = m = min M = A(m) ist falsch, A(m — 1) ist richtig. Widerspruch zu (2)!

1.5.2 Beispiel

Esist1+2+---—|—n:w.

Beweis:

. _ 12 _
LA: 1=12—1

1S: 1424 4n+n+1= n(n2+1) +n4+1= n(n+1)42r2(n+1) _ (n+1)2(n+2)

1.5.3 Induktive Definition von Summe und Produkt

Seien m,n € Z, a, € IR

falls n < m (leere Summe)

n 0
Z a, = n—1
= < > a,,> + a, sonst

v=m

11
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n 1 falls n < m (leeres Produkt)
aV = n—1
,,lz_Im ( II a,,) -a, sonst
Fir m < n gilt:

n
Zauzzam+am+1+"'+an

v=m
n
H Gy =: Ay * At - - - Oy
r=m

n
Potenz (a € R): a":= [[a=g-a...afirn €N
U1 SN———

n—mal

a’ =1 und [a”:ﬁﬁir —ne]N,a;éO]

n
Fakultdt: n!:= [[v=1-2...nfirne N, 0! := 1.
v=1

1.5.4 Binomialkoeffizienten

Fir a € IR und k£ € INy definiert man

(Z) = ﬁ O‘_T”H (a tiber k)

v=1
z.B.:(5) =1
(o) ala-1)...(a—k+1) ala—-1)...(a—k+1)
ke}N‘(k:)_ 1-2.. .k i

Fir n € INg und k € INg ist (Z) =0, falls n < k.

(n> k) n :n(n—l)...(n—k+1).(n—k)!: n!
k k! (n—Fk)! kl(n—Ek)!
Es ist (Z) =1 und (8) =1
1.5.5 Pascalsches Dreieck
1
1 1
1 2 1
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1.5 Vollstandige Induktion

Beweis von () + (,%,) = (O‘zl):

GQ+<kiJ _ Ma—U”ﬁa—k+D

ala—1)...(a—(k—1)+1)

(k—1)!
o Jala—1) . (a—k+2)(a—k+1+k)
B k!
_ ala—1)...(a—k+2)(a+1)

Ll

(@+Dat+1-1)...(a+1—k+1)

k!
_ a+1
N k
n>k: (Z) =Zahl der Moglichkeiten, aus n Objekten k auszuwéhlen, ohne Bercksichtigung der
Reihenfolge (,n iiber k* = 'n choose k) (engl.)

1.5.6 Binomischer Lehrsatz

Fiir a,b € IR und n € INg gilt:

Beweis: Induktion nach n.

o n=0: (a+b)° = 20: (Z) aFprk

13
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e n—n-+1:
(a+b)" = (a+0b)(a+b)"

= (a+D) Zn: (Z) akprk

k=0

_ = “) k+1rn—k - (“) kpn—k+1
—Z a” b + a”b
k=0 <k k=0 k

n+1

_ n kpn—k+1 = (n kpn—k+1
= Z<k_1)ab +Z<k)ab
k=1 k=0

—_ n an+1bnfnfl+1
n+1-1

16

1.5.7 Nachtrag

(Z) €N, fallsn > k, n, k € INg

Beweis: Induktion nach n:

0
=0: =1¢IN
0 (0) e
1 1
n—n+1: n =1= nt
0 n+1

1gkgn:(“zl)=(2)+<k71>

Nach I.V. werden 2 ganze Zahlen addiert, die eine ganze Zahl ergeben.

1.5.8 Bernoullische Ungleichung

Firn € IN und z > —1 gilt:
1+2z)">1+nx

Gleichheit gilt genau in folgenden Féllen: n =1, 2 > —1, bazw.n > 1, 2 =0

14



1.6 Wurzeln

Beweis:

(1+2)" = (Z)xkéz<:>a}k:1+nx

k=0 falls >0 k=0
Induktionsbeweis fiir x > —1:
n=1: (1+$)1 = 141z
n—n+1: (1+2)" = (1+2)(1+a2)"
—_—— ——

>0 >14nz

> (1+z)(1+nx)
= l+4+nzr+z+ nz?

>0
> 14+ (n+1)x

1.6 Wurzeln

1.6.1 Beispiel

Fiir r € Q ist 72 # 2.

Beweis: Annahme: r = " erfiillt 7?2 = 2 (m,n ohne gemeinsamen Teiler, m,n € IN). Es ist dann
m? = 2n?, also ist m = 2p, m ist gerade.
= 4p? = 2n? = 2p? = n® = n = 2q ist gerade. Widerspruch!

1.6.2 Satz

Zu jedem a > 0, a € IR und n € IN gibt es genau ein £ € IR, £ > 0 mit " = a.
1
Schreibweise: £ = /a = an

Beweis der Eindeutigkeit: Sei 0 < z < y = 22 < 92, mit Induktion 2" < y™, d. h. 2" = a und
y"™ = a unmoglich.

Beweis der Existenz: Fira=0,¢{=0= o.k.

Ab jetzt sei a > 0. Sei M = {z: z >0, 2" < a}.

M # (0, da 0 € M. AuRerdem ist M nach oben beschriankt durch s = a + 1, denn fiir z > s =a + 1
gilt: 2" > (a+1)" > a,d. h. z ¢ M.

Behauptung: £ = sup M. Zeige {" = a

Beweis: Sei 1 > ¢ > 0 beliebig. Dann existiert ein z € M, x > £ — ¢

la—E&" <e(s+1)"=a=¢"

1. 1 > € > 0 beliebig.
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1 Die reellen Zahlen

Dann existiert ein x € M, x > & — ¢

"< (x4e) = \arf_,+z<ﬁ>€jw”j

<a Jj=1 J
" (n
< a+ez<.>s”_l
=1\
< a+e(s+1)"

=" —a < e(s+1)"

2. 1>e>0beliebigi z =(+e¢ M, {+e>0
=a<(+e)" <. < +e(s+1)
=a—§"<eg(s—1)"

Aus 1.) und 2.) folgt: [€" —a| < e(s+1)", € > 0 beliebig
= [£" —a| <0, also " = a.

1.6.3 Fundamentaler Schlul} der Analysis

Ist b € IR und gilt fiir jedes (hinreichend kleine) e: b <e=0b<0
Beweis: indirekt, Annahme b > 0: Wahle ¢ < %, e>0:b<e< 5 W

1.6.4 Bemerkung

Q ist nicht vollstandig

Beweis: Wenn Q vollstindig wire, so ex. £ =sup{z € Q: z >0, 22 < 2} in Q. = wie oben &2 = 2.
V2 ¢ Q. Widerspruch!

1.6.5 Nachtrag

Jedes Intervall (a,b) enthélt ein s € IR\ Q.

Beweis: (a,b) enthélt r1, ro € Q, 71 < 79.
(V2 -71,v/2 - 1r3) enthilt r € Q,
dh V2ri<r<v2-ry: a<r1<%:3<r2<b

=sé€(ab),s=%-vV2eR\Q

1.6.6 Allgemeine Potenz

Seia > 0,r = % € Q. Dann gilt: a" := +/rP. Diese Definition ist unabhéngig von der Darstellung

—
r=2=5
q
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1.6 Wurzeln

Beweis: Sei & = {/a. Dann ist (")™ = @™ und "™ = (£™)" = ((/a)™)", also gilt: (/a)™ = Va™.

_Pr_ _ _
Setzer—a—%,m—kp,n—kq.
Dann ist ( %/a)" = Vakr = YaP = a”

0
a’ =1

aﬂ":{’/a_l’:(%)p,falls%:r,qew,pez

1.6.7 Regeln fiir Potenzen

Seien a,b > 0, r,s € Q. Dann gilt:

1.6.8 Ungleichung zwischen dem arithmetischen und geometrischen Mittel (AGM)

Sind ay,...,a, > 0, so gilt
ar+---+ap

N——— n

Yai...a, <

. —_———
geometrisches arithmetisches
Mittel

,=" genau dann, wenn a; = --- = a, ist.
Beweis: fiir a; = 0 = o.k.
Seien jetzt alle aj > 0, a = W >0

i
aj=%: a1+ ta,=n
Gilt a1 -y <17
1.6.9 Hilfssatz
Sind ay,...,a, > 0 mit ag + --- 4+ a, = n, so gilt: a;---a, < 1 und ,,=* genau dann, wenn
Beweis:

en=2:a1=1—-5<1
ap=1+s>1
arag=(1-s)(1+s)=1-s2<1
=1, genau dann, wenn s = 0= a; =as =1
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1 Die reellen Zahlen

en—n+log+---+a, a1 =n+1
z.B.seiay,=1—-s<lund apy1=1+t>1
(sonst wird umnumeriert)
Br=a1,...,0n-1=0an 1,00 = an+ans1 >0
Bit-tBo=nt+1-1

Oy Ol
Q1 .. .0pt] = Br ... Bn1fn —"
N——— ﬁn
<1
< 1.(1—5)(1+t)
- 1—s+t
>0
_ l—-s+t—"s-c
N 1—s+t
< 1—s—|—t:
- 1—s+t
»— genau dann, wenn 31 ...03, =1 und st =0
<— fi=-=0,=1und st =0

§s=0:ap,=1, app1=2-1=1

t=0:apr1=1 a,=2-1=1

Beweis (AGM) Fortsetzung:

n
ar+---+a
ai...apn=0aq...apa"” < "= —=
~~~ n

— Vo a <y
1e..0p < -

Gleichheit, wenn Gleichheit bei ¥ <= a1 =--- = ay, = 1, d. h. alle a; = a.

1.6.10 Beispiel

Seia>0,r="2¢€(0,1)
Dann gilt: a" <1+7r(a—1) (z.Bia=14+2: (1+2) <l+rzfir0O<r<1)

Beweis:
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2 Folgen und Reiher@

2.1 Konvergente Folgen

2.1.1 Definition: Folge

Eine Folge (a,) ist eine Abbildung IN — IR, n + a,. Sie heifst konvergent gegen a € IR, wenn es zu
jedem £ > 0 ein ng € IN gibt mit: |a, — a| < € fiir alle n > ng. Schreibweise: a,, — a (n — o0) oder

lim a, = a
n—oo

2.1.2 Bemerkungen

Manchmal betrachtet man Folgen (ay,), die fiir n > p definiert sind, mit p € Z fest.

Nicht konvergente Folgen heifsen divergent.

Gilt a, — a, (n — 00), so heifit a Grenzwert oder Limes der Folge (ay).
Der Grenzwert einer konvergenten Folge ist eindeutig bestimmt.

)
)
¢) Gilt a, — 0, (n — 00), so heift (a,) Nullfolge.
)
)
)

Es gilt a,, — a fiir n — oo genau dann, wenn es eine Nullfolge (b,) gibt mit |a,, — a| < b, fir alle
n.

Beweis:

(e) Gelte ap, — a, ap — b
Sei € > 0: 3ng : |lap, —a| <e (n>ngp)
dng : |an, — bl <e (n>ng)
la—bl=|(a—an) —(b—an)| <|a—ap|+|b—an| <e+e=]a—-b <2c=a=0

(f) (Andeutung)
,= by :=|a, — al, zeige b, — 0.
»= ap —al <b, (n— o0)

2.1.3 Rechenregeln fiir konvergente Folgen

(1) Der Grenzwert ist eindeutig bestimmt.

(2) Konvergente Folgen sind beschrankt, d. h. es existiert ein & > 0 mit |a,| < k fir alle n. D. h.
{an: n € IN} ist beschrinkt.

(3) Aus a, — a folgt Aa, — Aa (A € R).
(4) Aus a,, — a und b,, — b folgt a,, + b, — a +b.

Wersion 4.6 vom 18. Dezember 2002
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2 Folgen und Reihen

5

Aus a, — a und b, — b folgt a, - b, — a - b.
6

(
(6) Aus by — b, b+ 0 folgt by, # 0 fiir n > p und 7~ — 4
(7

(

(

7

Ausan—>a,bn—>b,b7é0folgtZ—Z—>%.

9

)
)
)

8) Aus a,, < b, fur alle n € N, a,, — a, b, — b folgt a <b.
) Aus a, < b, < ¢, fiir alle n € N, a,, — a, ¢, — a folgt b, — a.
)

(10) Aus a, — a > 0 folgt a;, — a" (r € Q)
[r € IN: a € IR beliebig; r € Z: a # 0 beliebig; r > 0: a = 0, a,, > 0|

Beweis:
(1) siehe oben unter (e)

(2) Gelte ap, — a:
Zu e =1 ex. ng mit |a, —al <e=1,
lan| = [(an — a) + a| < |an, —al + |a] < 1+ |a| fur n > ng.
lan| < max{|a1],...,|an|,|a| + 1} =: k fiir alle n € IN
(3) A=0=:0. k.
A # 0: Zu jedem € > 0 ex. ng mit |a — ay,| < |€T\ fir alle n > ny.
= [Aap, — Aa| = |A| - |ap, — a] < |A]- %—5ﬁirallen2no,
d. h. \a, — Aa.
(4) Gelte an, — a, by, — b:
Sei £ > 0: Dazu ex. ng mit |a — a,| < § und [b — b,| < § fiir alle n > ny.

[(an +bn) — (a + )] [(an — a) + (bn — D)

< lan — al + |by — b
< E4—5—zsfiirallen>n
2 "9 =0

(5) Gelte a, — a, b, — b:
(ay) und (by,) sind beschrankt mit |a,| < A, |b,| < B fiir alle n

lan, -bp, —a-b| = |(an — a)b, + a(b, — b)]
< |bu(an — a)| + |a(bn — b)|
NF NF
— —
< Blay —al+|a||bn — b
NF nach (3)  NF nach (3)
NF nach (4)
also: a,b, — ab
(6) Gelte b, — b, b#0:
Zu€:@>0ex.einpmit b, —b[<€=@fr n>p
bl = (b — ) +b] > [b] — [by — b > |b] = &L = &L > 0 fiir n > p
1 1 b—bn b_bn —
E_E‘:‘bnb Slgﬂ\b|_b2|b b|—>0( )

1 1
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(10)

%:an-+ﬁa-%nach (5) und (6)
~~

def. fiir n>p

an < by fiir alle n:
e>0:|a, —al <e (n>ng)
|bp, — bl <e (n>mnp)
a—b=a—apn+a,—b,+b,—b<2 (n>ng)
—— —— ——
<e <0 <e
=a—-b0<0,a<b

(,5andwich-Theorem®)
|en — an| = ¢n — an = (¢ — a) — (a, — a) = Nullfolge
|bp, — an| = by — apn, < ¢, — a,, = Nullfolge
=b,—a=>b, —a,+a, —a=NF

—_—— N——

NF NF
=b,—a

e Sei r € IN: Induktion.
r=1:(o. k:a, —a)

r—r+1:at! +1

=an-a, —a-a =a

e Sei —r € IN und a # 0:
Dann existiert a, # 0 fiir n > p

r 1 LTeilund(6) ; .
Uy = =~ = = a’
r:O:a2:1—>1:aO.
or:%,qelN:a>0,an>0
1
an = Ja, = a1, a = Va
anp—a = al —af
q—1
> oy, — o] -«
L 1 Qp — Q
al~
_0p
or—a,pEZ,qE]N
a, a, werden wie vorher definiert.
b p
a, —a" =ap — a9

Da a;,, — « folgt ol — aP (siche oben, r € IN)
d. h:a), —a"

=a, —a firreQ,a,a,>0
r>0,a=0,a,>0: )

Zu e > 0 existiert ein ng : |ay| <er (n > ng)
|a2|<(6%)r=5 (n>mng),d. h.a, - 0=0"

(an = a)(ad !+ af 2a k-

2.1 Konvergente Folgen

+ o471

21



2 Folgen und Reihen

2.1.4 Beispiele

1. Beh.: ¢/n—1 (n— o0)
Beweis: ¢/n=1+4+h,, h, >0

n n n
= (14 h,)" = 1 hy, h2 ... B
n=(1+hy) +(1) +<2> -+ +<n>"

bin. Satz

alle Terme > 0
n(n —1)

2 hi

> 1+

n22:hig%:%

2
0<—0§hn§\/%—>0 n>2n=1
= h, —0
= UYn=1+h,—140=1

2. Beh.:a" -0 (n— o0), falls |a| < 1
Beweis: \a|=ﬁ§ﬁ<%-%
= la|" =0 (n— o0)
Gilt ™ — 07 Allgemeiner (Satz (11)): Wenn b, — b = |b,| — |b]
Beweis: ||bn| — |b]| < |bp, —b] = 0 (n — o0)

Umkehrung gilt fiir b=0: |by, — b| = [b, — 0] = |by| — 0
3. Beh.: a, = ¢a — 1, falls a > 0

Beweis: Wihle m so, daft a < m und é < m.

1 1 . ..
—<a<m:n>m = —<a<mngiltnurfirn>m
m n

1
= 1<—7(/j<c/a<c/ﬁ—>1
n

= Va—1
4.
2 1— 2 1
n( /—n2+1—n) _ n\/n + n o vn+l+4n
1 vn?2+1+n
n?+1—n?
= nN————————
vn?2+1+n
1 1
= 7%5
1+ 5 +1

2.2 Monotone Folgen

2.2.1 Definition
Eine Folge (ay,) heift monoton wachsend |fallend|, wenn a,, < api1[an > ani1]

Eine Folge (ay,) heifst streng wachsend |fallend|, wenn a, < apt1[an > ani1]
kurz: a, T, an |
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2.2.2 Monotoniekriterium

2.2 Monotone Folgen

Ist (ay) monoton (wachsend oder fallend) und beschrénkt, so ist sie auch konvergent. Es gilt

lim a, =

n—o0 {inf{an: n € IN}

Beweis: Fiir a,, 1. Sei a = sup{a,: n € IN}
Sei € > 0: Damit existiert ng mit a,, > a —¢
Firn>ny=a—¢c<ap, <ap<a

la, — al < e fiir n > ng

d. h. a, — a.

Bemerkung: a, 1 [ay |] = an > ai1]an < aq]
Eine monotone Folge ist einseitig beschrankt.

2.2.3 Aufgabe

Sei bO > (IO > 07 an+1 = 1/anbn und bn+1 — an;’bn
Zeige: an T, by |, an < b, und

sup{a,: n € N} falls ap, T

falls a,, |

lim a, = lim b, = M(aop, by)

n—oo n—oo

2.2.4 3 Beispiele

Le=lim (1+21)" = lim (1-21)""=2718...

n—oo TZHOOTL
Zeige mehr: a,, = (1 + %) ,n>1
bo=(1-3)""nz2
an < Gpt1 < bpy1 < by
an 1, bn 1, a1 <ap < by, a1 < by < by
Beweis:

(079 ==
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2 Folgen und Reihen

wo |
1 1 n+1
o (0= 4+ (=) +1
~~ n+1
AGM
N n+1
B 1
bn+1
1\" 1\"
n>2. 2 = <1+—> (1——)
by, n n
1 n
= 1-— ] <1
(=3%)
=a, < b,

lim a, < lim b,, existieren

an __ —
p=0-p)>l-nz=1-3
1
:>bn<1——><an< by,
n
| S —— —b
—b
=a, —b

2. Newton-Verfahren zur Berechnung der Wurzel ¢/a, a > 0, p > 2 ganz.

ag > 0 beliebig, any+1 =

(p—1)ah+a
pah "

Behauptung: a,, — ¥a

Zeige mehr:

an > 0 (Aufgabe fiir uns)
2) ab >afirn>1
3) an | und a, > 0= lim a, = « existiert
n—oo
Bewelis:
2)
1 p
P _ _
(e
pban
1 p
(5
p Qn
1 a
> 1—p-—(1—-— a?
< L ( aﬁ)) n
Bernoulli
a
= G%E = Qa
<0
p
—1)ah a—a
3) o1 = dn = % ~On = ot S0

d. h.:apy1 <an
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—aP

=~
(p—1) ah +a

a = lim a, existiert = lim ay41; = lim -
n—oo

N—00 n—o0 P afl_
—ab—1
—1)aP
a = (ppoa)poi—ﬁa —= —aP+a=0 = a= W’ da o >0

3. 0<a0<%,an+1:a§l+i
Zeige: O<an<%

n=20:o0.k.
, 1 1
n—n+1l: apy = a”+1 ZZ>O
o111
4 4 2
1 1
2 2
p41 = an = @y + 3= (@) + 7
= ap—a;

= (an - anfl) (an + anJrl)
—_———

>0

(an) ist monoton. Fiir uns die Aufgabe: in welche Richtung 1|7
a= lim a, = lim apy; = lim a%—l—%:az—i—%
n—oo n—oo n—oo
= a=a?+1
2
— (a—13)"=0

_1
=a=3

2.3 Teilfolgen

2.3.1 Definition

2.3 Teilfolgen

Sei (ay,) eine Folge. Ist (ng) eine streng monoton wachsende Folge in IN (n; € IN, ny < ng41), dann
heift (an,) eine Teilfolge von (an) (k — an,). a € IR heift Haufungswert von (a,), wenn es eine

Teilfolge (ap,) gibt mit a,, — a fir k — oo.

2.3.2 Beispiele

1. a, — a konvergiert, a ist einziger Haufungswert:
an, — a fir jede (ng).
Beweis: ¢ > 0: |a, — a|] < ¢ fiir n > myg
Wihle kg so, dak ng, > my :
k>ko=ng>ng, >mo:|ay, —al <e

2. ap=(-1)"+1
azkzl—i—ﬁel (k — o)
a2k+1:—1+T1+1 — -1 (k— o0)
Die Haufungswerte sind —1, 1.
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2 Folgen und Reihen

4a, falls a, <4
1<a0§2:an+1: 1

san falls a, >4
(ao, 4ag, 2a9, 8ag, 4ag, .. .)
H&ufungswerte sind 2aq, 4ag, 8ag

2.3.3 Satz von Bolzano-Weierstral}

Jede beschriankte Folge (a,) besitzt mindestens eine konvergente Teilfolge, d. h. mindestens einen
Héufungswert.

(Zu-)Satz: (a,) entélt eine monotone Teilfolge, und besitzt einen groften und einen kleinsten Hau-
fungswert.

Beweis: (von Polya)
m € IN heifst Gipfelpunkt, wenn fiir alle n > m a, < a,, ist.

1. Fall: Es gibt unendlich viele Gipfelpunkte m; < mg < .. ..
(@, ) ist streng monoton fallend, beschrénkt.

lim a,,, =: a existiert
k—o00
Sei (ap, ) eine konvergente Teilfolge mit a,, — a

Fiir n; > m; existiert dann my,; mit my; < nj < mp;41.
Damit gilt: a «— an; < G, — @

J
=a<a a ist grofter Haufungswert.

2. Fall: Es gibt nur endlich viele (oder gar keine) Gipfelpunkte.
= 3 Gipfelpunkt m; mit m, > alle Gipfelpunkte.
Wihle mo > m; minimal aus, so daf an, > am, ist. my ex., da m; kein Gipfelpunkt ist.
Wahle m3 > mg minimal aus, so dafl a,,, > an, ist. m3 ex., da mq kein Gipfelpunkt ist.
: USW.
(@, ) T und ist beschrénkt.
= (am, ) ist konvergent, also a,, — a (Haufungswert).
Sei a irgendein Haufungswert mit a,, — a fiir (j — 00). Zu j mit n; > my ex. ein k; : my, <
ng < Mk;+1
a < G, §amkv+1 —a

a<a a ist grofter Haufungswert

Beweis fiir den kleinsten Haufungswert: selber machen iiber (—ay,).

2.3.4 Cauchysches Konvergenzkriterium

Eine Folge (a,) heilt Cauchyfolge, wenn es zu jedem £ > 0 ein ng gibt, so dak fiir alle n > m > ny
gilt: |a, — am| < €. Jede Cauchyfolge ist auch eine konvergente Folge, und umgekehrt.

Beweis:

o < Seia, —a(n— o)
e > 0: es existiert ng : |a, — a| < e fiir alle n > ng
n>m>ng: |ap —ap| <la, —al+lam —al <e+e =2
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e .= (an) Cauchyfolge.
e=1: lap —ap| <1firn>m >ng
= |an| = [(an — any) + angl < 1+ |ag| fiir n > ng
(an) ist beschrankt.
(arn) hat konvergente Teilfolge, a,, — a.

e>0: Dannex. ko : |an, —a| <efirk > ko
Es ex. ng : |ap, — ap| < e fiir n > m > ng

lan, — a| = |an, — an,, + an, +a| < |an — an, | + |an, +al < 2¢
fir n > ng, k > ko, ng > no
= a, — a

2.3.5 Definition: Limes superior, Limes inferior

Sei (ay,) eine beschrinkte Folge.

Der grofste Haufungswert heifst oberer Limes oder limes superior,
kurz: lim sup,,_, ., @, oder lim a,,.

Der kleinste Haufungswert heiflt unterer Limes oder limes inferior,
kurz: lim inf,,_,, a,, oder lim a,,.

2.3.6 Bemerkungen

(a) (an) ist konvergent <= lima, = lima,,.

(b) lima, = a ist charakterisiert durch:
Fiir jedes € > 0 gilt:

(i) an > a+ € gilt nur fir endlich viele n.
(ii) an > a — e gilt fiir unendlich viele n.

(¢) lima, = a ist charakterisiert durch:
fiir jedes € > 0 gilt:

(i) an < a — € gilt nur fir endlich viele n.

(ii) an < a+ € gilt fiir unendlich viele n.

Beweis: (von (b))

»<=" Sel a = lima,,.

2.3 Teilfolgen

a ist der grofte Haufungswert von (a,) , d. h. es gibt keinen groferen Haufungswert, d. h. es

gilt (i).
Da a Héufungswert ist, existiert (ay, ) mit a,, — a.
Zu e >0 ex. ko mit |a — ap, | < e fiir k > ko.

»=" a € IR erfiille (i) und (ii).
Sei € > 0:

1. <= kein Héufungswert von (ay) ist > a + «.
Da e > 0 beliebig war, ist kein Hiufungswert > a, also sind alle < a.
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2 Folgen und Reihen

2. Fiir unendlich viele n gilt a,, > a — ¢.
Es gibt also einen Haufungswert > a — ¢.
Also gibt es einen Haufungswert > a.

Aus (i) und (ii) folgt: @ = lim a,.

2.3.7 Beispiel

Sei a, = V/27 + 3n+(=1)"n_ Setze n = 2m. Dann gilt

Qom = 2m /92m + 32m+2m
= 2}/22m 4 gim

fir n = 2m + 1 gilt:

agmy1 = "N/ 22m A1 430
— 2m+1 /22m+1 + 1

1
o 2m+l
=27\ o — 2

Es ist lima, =9, lima, = 2 und es existieren keine anderen Haufungswerte.

2.3.8 Rechenregeln

(1) Aus a, < b, fiir alle n folgt: lim a,, < limb,, und lima,, < limb,
(2)

lima, +limb, < lim(a, + by)
<~

(z
< lim(a, +by)
<

lim a,, + lim b,

=

("..

<

~

Wenn eine der beiden Folgen konvergiert, so gilt ,,=* in (i) und (ii)

(3) lim(—a,) = —lima, und lim(—a,) = —lima,

Beweis: als Aufgabe.
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2.3 Teilfolgen

2.3.9 Erganzungen

Sei (ay) eine beliebige Folge.

(a) ap — o |a, — —oo] oder lim a,, = 0o [—o0] bedeutet folgendes:
Zu jedem K > 0 gibt es ein ng mit a, > K |a, < —K] fir alle n > ng. (Man sagt: (a,) divergiert
gegen 00.)

(b) oo [—oo] ist Haufungswert von (a,), wenn es eine Teilfolge (an,, ) gibt, die mit a,, — oo [—o0]
divergiert.

(c) lim = oo [—oc], wenn oo [—oo| Haufungswert ist, d. h. wenn die Folge nicht nach oben [unten]
beschrankt ist.

(d) lima, = —oo, wenn a,, — —00, bezichungsweise lim a,, = +00, wenn a,, — +00.

2.3.10 Satz

Sei (ay) eine beschrankte Folge, ay, := sup{a, : m > n}, B, := inf{a,, : m > n}.
Dann gilt folgendes: ay, |, 8, T beschrankt, und

lim «,, = lima,
n—oo
lim G, = lima,
n—oo

Beweis: fiir (ay,): Sei @ = limay,, M,, = {an,: m > n}

Mn+1 CM,= Op+1 < ap

es gibt K : |a,| < K fiir alle n, also insbesondere a, < K fiir alle n, K ist obere Schranke fiir
My, an < K

(genauso: +a, > —K, also a,, > —K)

an €E My, = ap<an

= a<limao,
= |a< lim o,
n—oo

Sei € > 0: Dann gilt fiir allen >ng:a, <a+e¢

n>nyg: = oap<a+e¢
= Ilima,<a+e

n—o0

= | lim o, < a
n—oo

= lim «, = lima,.
n—oo
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2 Folgen und Reihen

2.4 Unendliche Reihen

2.4.1 Definition

n
Sei (an)n>0 eine Folge und sy, := ) ay.

k=0
oo
Die Folge (s;) heilt unendliche Reihe. Schreibweise: > ay
k=0
o
Die unendliche Reihe ) ay heifst konvergent, wenn lim s,, = s existiert. s heift dann Wert der Reihe
— n—oo
. k=0
> ag =s.
k=0
[e.e]
sp, heiflt n-te Partialsumme von ) ay.
k=0

Nicht konvergente Reihen nennt man divergent.

2.4.2 Beispiel: Die geometrische Reihe

(o]
Die geometrische Reihe ist > a* (a € IR gegeben).
k=0

o0
fir |a| <1 ist kz—:o aF = -1 fiir |a| > 1 ist diese Reihe divergent.

Beweis: Es ist

s = l4+a+a®>+---+a"
l+a(l+a+---+a" 1 +a" —a")
1+ as, —a™*!

= (1-a)s, = 1—a""!
1— n+1
=8, = e ,a#£ 1
1—-a
S, = n+1 ,a=1
la| < 1:a™! —=0,s, —»
la] > 1:|a|"™! — oo, (s,,) nicht konvergent,
auch fir a =1 und a = —1 (beia = —11ist so = 1,51 = 0,50 = 1).
2.4.3 Beispiel: Teleskopsumme
bn — 0, an="bp —bpi1
oo [e.e]
Z an =by = Z(bn —bpt1)  (,Teleskopsumme®)
n=0 n=0
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2.4 Unendliche Reihen

Beweis:

sp = (bo—b1)+ (b1 —b2) + -+ (bp—1—bp) + (b — bnt1)
= bo—bpt1 — bo

Beispiel fiir eine Teleskopsumme:

[e.9]

L, 1 _ 1 1
n2—n" n2-n n-—-1 n

n=2
oo xD x

1 1 1 1 1

g _ = — = :1

Y= (55 ) =2 () = o
n=2 n=2 n=0

2.4.4 Beispiel: erweiterte Teleskopsumme

Sei b, — 0 fiir n — oo und p € IN fest.
o0

an = by — bpyp. Dann gilt > ap =bo + by + -+ + bp_1.

n=0

Beweis:

Sn = bo—0bp+br—bpr1+-+by+bugy
= bo+br+-+by1— (bar1+-+buyyp)
— bo—i—bl—l—"'—i-bpfl

Beispiel fiir eine erweiterte Teleskopsumme

[oe) o
1 1 1 1 1 1 1 3
;(nﬂ)(nm) 2;::0714-1 nrs oo rh)=50+5) =7
Hier ist b,, = n+_1 und p =2
2.4.5 Satz iiber den Reihenrest
oo x
Ist > ax konvergent, so gilt: a,, — 0 und r, = > ap — 0 fiir n — oco. r,, heift Reihenrest.
k=0 k=n+1

Beweis:
Ap =8p —Sp—1 > s—s=0

rm=8—58,—s—s=0.

2.4.6 Cauchykriterium

oo n
Die Reihe Y aj konvergiert genau dann, wenn es zu jedem € > 0 ein no gibt mit: | Y ax| =
k=0 k=m+1

|, — sm| < € fiir alle n. > m > ny.
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2 Folgen und Reihen

oo
Beweis: s, = ) a;

(sn) konvergiert <= zu jedem € > 0 ex. ein ng mit

n

D,

k=m+1

= s, —sm| < e

fur alle n > m > ng

2.4.7 Beispiel: Die harmonische Reihe

o0
Die harmonische Reihe Y ¢ divergiert.
k=1

Beweis:
;3 T TS RS EPE S
E m+1 m+2 2m om 2
k=m-+1

Da es fiir € < 1/2 kein ng mehr gibt = Divergenz nach Cauchykriterium.

2.4.8 Hilfssatz: Abelsche partielle Summation

n n—1 k
> arbp =anBn+ Y _(ar —aps1)Br, (Br=Y_b;)
k=m k=m j=m

Beweis:

n

» agby = Y ap(Bp— Br1)
k=m

k=m
n n
= > axBr— > apBi
k=m k=m
n n—1
= > aBi— Y a1bBi
k=m k=m—1
n—1
= apnBp+ Z (ak - ak+1)Bk — am Bm—1
——
k=m -0

2.4.9 Dirichlet-Kriterium

Es sei (ay) eine monoton fallende Nullfolge, (by) eine Folge mit beschrankten Partialsummen

(d. h. | by
k=0

o0
< B fiir alle n). Dann konvergiert Y ayb.
k=0
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2.4 Unendliche Reihen

Beweis: Setze

3
By =) b
j=0
Dann ist
n n—1
> apbe| = |an (Bu=Bm)+ > (ak — ax1)(Bi — B)
k=m+1 >0 k=m+1 >0
n—1
< |(Bn - Bm)| an + Z |Bk - Bm’(ak - ak+1)
k=m-+1
n—1
< 2B (an + Z (ar — ak+1)>
k=m+1
= 2B(an + amy1 — ap)

= ZB(Ierl

€ > 0: Man wihle ng so, daf a,,41 < 53 fiir alle m > ng

n

Z akbk

k=m+1

<2B%:5 fir n > m > ng

= konvergent nach Cauchykriterium.

2.4.10 Leibniz-Kriterium

o0
Es sei (ay,) eine monoton fallende Nullfolge. Dann konvergiert die alternierende Reihe Y (—1)*ag. Thr
k=0
Wert liegt zwischen so, und sg,41 fiir alle n.
k
Beweis: Setze by = (—1)% und By = 3" b;. Es ist By, = 0 oder By, = 1, d. h. By, ist beschriinkt, also
j=0
konvergiert
o
> (1Fay.
k=0
Son+2 — S2n (—1)*" 2agn40 + (—1)"" Magni
= agpt2 —a2n41 <0 S2n |
Sont1 = Son 4+ (1) ag, iy

= Sop — A2p41 < Son

81 <83 <5< <8< <5y <853 < 59
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2 Folgen und Reihen

2.4.11 Die alternierende harmonische Reihe (1)

0 (_1)k—1
Z T konvergiert nach Leibnizkriterium.
k=1

z. B. s100 = 0,688...

sio1 = 0,698...
2.4.12 Rechenregeln fiir konvergente Reihen
[e.¢] o
Sind > ag, > by konvergent, ¢ € IR, so gilt:
k=0 k=0
o0 o0
S (om) =3
k=0 k=0
[o.¢] o oo
> (ak+bi) =3 ax+ by
k=0 k=0 k=0

Beweis: Dies hier sind Folgen von Partialsummen

2.4.13 Die alternierende harmonische Reihe (2)

1—-1/2+41/3—1/4+1/5-1/6+1/7T—1/8+1/9— +. ..

Reihenwert s: s <1—-1/24+1/3=5/6
Umordnung von 0"+ 1 41/8—1/241/541/T—1/4+1/9+1/11—1/6+
Umordnungen bei Reihen kénnen den Reihenwert verdndern

2.5 Absolute Konvergenz

2.5.1 Definition

o0 o0
Die Reihe > ay heift absolut konvergent, wenn die Reihe > |ax| konvergiert.
k=0

k=0

Beispiel:

e (_l)kfl
Z ——— konvergent, aber nicht absolut

k
k=1

2.5.2 Satz

Jede absolut konvergente Reihe ist auch konvergent
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2.5 Absolute Konvergenz

Beweis:
n

> w

k=m+1

n
< Z lag| < e fir alle n > m > no,
k=m+1

e > 0.

also Konvergenz nach Cauchykriterium

2.5.3 Majorantenkriterium

o0 oo
Gilt |ax| < ¢ fiir alle k, und ist Y ¢, konvergent, dann ist > aj absolut konvergent. (Man nennt

k=0 k=0
[e.°] o0
> ¢k eine Majorante fir 3 |ag|!)
k=0 k=0
Beweis:
n n o0
lae] <> o <D er
k=0 k=0 k=0
o0
Beispiel: > k_12 konvergiert:
k=1
1 1 1 1 1
A I S N A  (kz2)

a1:]s:cl

1 1

z{:ckzzlﬁ‘§£:<2i:i'—’g> =14+1=2
k=1 k=2

2.5.4 Wurzelkriterium

_ oo
Gilt lim {/|a,| < 1, so konvergiert > aj absolut.
k=0

Beweis: Wihle ¢ so, daf lim {/|a,| < ¢ < 1 ist. Dann ist fiir n > ng

Vlan < q fir n > ng.

Damit ist |a,| < ¢" fir n > ng bzw.
|an‘§(j'qn

fiir alle n. Dabei wird C' geeignet gewéhlt. Setze nun ¢, = C - ¢". Damit ist
o0
D cn
n=0

als geometrische Reihe eine konvergente Majorante.
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2 Folgen und Reihen

2.5.5 Quotientenkriterium

R [o¢]
Gilt ay, # 0 fiir alle n und ist lim |2+ | < 1, so ist Y aj absolut konvergent.
" k=0
Beweis: Wibhle ¢ so, daf lim aZ—:l <g<l1
Il <gq firn>mng
Gn
Multipliziere diese Werte nun fiir n = ng,ng +1,...,m — 1 auf:
m—1 a
H k+1 < qm—no
a
k=ng

Ausgeschrieben ist dies:

Ano+1 ) Ano+-2 o Am—1 ) am

< qm—no

Gnyg Ano+1 am—2 Am—1 QA

|am| < |any|lg™"0¢™ fiir m > ng

lim V|am| <q Iim ¥]an,|¢g™ =q< 1
m—00

2.5.6 Beispiele

gL

(1) n®q" ist absolut konvergent fiir « € IR und |¢| < 1
1\,—/

an

n

Beweis Wurzelkriterium:

Vlan| = Vne - - Jq/ <1

En|an’:|q,<l

o0
(2) > % konvergiert absolut, fiir a € IR
n=0

Beweis: a = 0 o.k.

200 Dp0 | Zj) 0 (1 o0)
a = —l=lal - —— — n — 0o
n! an, n+1
Tim |2 = 0
Qn,

oo
(3) Die Binomische Reihe Y~ (&)a™ ist absolut konvergent fiir o € IR und |a| < 1.

n=0
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2.5 Absolute Konvergenz

Beweis:
g ala=1) (e n)
n!
Ant1 1 ala—=1)--(a—n)
- — a
an n+lala—1)---(a—n+1)

= lal

n+1]a—n\—>]a\<1

—1

Sonderfélle: a = 0 trivial, @ € INp: endliche Summe.

2.5.7 Satz

Fiir p € IN,p > 2 hat jedes a € IR eine Darstellung der Form

a = sign(a) (HCLH + nz::l ﬁ)

mit a,, € {0,1,...,p—1}. Diese Darstellung ist eindeutig, wenn man ,,a,, = p—1 fiir n > ny“ verbietet.

Beweis: fiir 0 <a < 1.

a
setze a1 = [pa],m:a——1
2 az
az = [pﬁ] ro="T1——>5
b p2
a3
ag = [p37"2]77“3=7"2——3
p
an
ap = [p rnfl]arn—rnfl__n
b
a a a a a
A= — 471 = —+ Ty = — A+ = f by, =
p D p p
" a
k
1 4k
D

Mit Induktion: a, € {0,1,...,p—1}, 0<r, <p™™, 71y >rpa

n=0:
ap:=0,70 :=a,dh0<rog<1l=p"°
a
r=a— o <0
n—n+1: a,.1 = [p"r,] >0, dar, >0
dar, <p ™= p"lr, <p"Tlp T =p

= ap+1 <P, also apt1 <p—1.
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2 Folgen und Reihen

_ an+1
Tn+1 = Tn — pn+1 > Tn
—~—
>0
+ +1
0< Pn Tn+1 Pn Tn — An+1
= p"Mr, —[p" ] < 1
1
0=mp1 < n-+1

Eindeutigkeit:

Annahme: Es gibt verschiedene Darstellungen.
Dann ex. m: ap = by fiir 1 < k < m, am # b, 2.B. Sei a,, > by,

>1 >—(p—-1)
> b b > b
ar — Ok Am — Om ap — Ok
I DV
k k
k=1 p pm k=m+1 p
1 1
> ——(p-1) "
p k:m+1p
1 1 1
= ——(p—1 =
pm ( )pm+1 j:[)pj
1 1 1

—— (p-1)— =0
pm pm“(p )1—1/1)
= am—bn=1a,—by=—(p—1) fir k>m:

ap=0,bp =p—1firk>m

2.5.8 Satz

IR ist {iberabzéhlbar. Eine Menge ist endlich oder unendlich: Eine unendliche Menge M, heifit abzdhl-
bar, wenn es eine injektive Abbildung von M auf IN gibt, sonst heifst sie iberabzdhlbar

Beweis: Annahme: IR ist abzahlbar

10, 1[NIR = {x1,x2, x3,...}

o
Tn = Z 6;767: (neindQUtige“ Darstellung)
k=0

o — 8, wenn @y, =0
" 0, wenn ay, #0
T = Z Ak €]0,1[, d.h. z = zy, fiir ein m

= ajp, = G, flr alle k

Widerspruch: die neue Zahl ist nicht in der Menge von oben.
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2.6 Mehrfachreihen

2.6 Mehrfachreihen

o0
Bisher wurden Reihen der Form ) aj betrachtet.
k=0
Dabei war die Summationsreihenfolge vorgegeben und wesentlich. Hier im Abschnitt

o0
e allgemeine Reihen, etwa ) a;;
1,j=0

e Zusammenhang zwischen ,absoluter Konvergenz* und ,,Umordnen der Reihe*

2.6.1 Definition

Sei A eine beliebige Indexmenge und fiir jedes A € A sei ein ay > 0 gegeben.

Fiir jede endliche Menge E C A sei S(E) := Y. ay (dabei ist s(0) = 0).
AEE
Falls {S(E)|E C A endlich} beschrénkt ist, so sei

S(A) = Z ay :=sup{S(E): E C A endlich}
AEA

2.6.2 Beispiel

o0

Sei ar, > 0 und ) ap < oco. Hier also: A = INy.
k=0

Dann ist

o
So=Y a-Ya
k=0

A€A kelNg

Beweis: Sei E C A beliebig, endlich. Dann existiert ein n mit £ C {0,1,2,...,n}

:>S(E) = Zak Szn:ak < iak
k=0 k=0

keE

(o]
d. h. Z ay = Z arist wohldefiniert und ist < Zak
AEA kelNg k=0
(o)

noch z. z.: ap < > ag
k=0 kelNg

Sp = zn:ak =s(F) < Z ag
k=0

kelNg

:iak < Z ak
k=0

k€elNg
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2 Folgen und Reihen
2.6.3 Folgerung

[o.¢]
Ist ap > 0 und ) ax konvergent und ¢ : INg — INy bijektiv, dann konvergiert auch
k=0

oo oo
Z A (z) Mit dem Wert Z ag
k=0 k=0

Bemerkung: Die Reihe Z Ay (z) heilt ,Umordnung”

Beweis:
=0 keNo o(k)ENg k=0
2.6.4 Umordnungssatz

o0 o0
Ist > ay absolut konvergent und (a,x)) eine beliebige Umordnung von (ay), dann ist auch 7 ay
k=0 k=0
absolut konvergent und es ist

o0 oo
Z Qop(x) = Z Ok
k=0 k=0
Schreibweise: Fiir ¢ € R sei ¢ := max(c,0) und ¢~ := max(—c,0)
Damit gilt: ¢ = ¢t — ¢~ sowie ¢t < ||, ¢= <|¢]
[e.e]
Beweis: Da ) aj absolut konvergiert und a; < |ay|, a; < |ag| gilt:
k=0

[ee] o0
Z az, Z a, konvergieren
k=0
oo o0
+ Z +
=Y aty a
k=0 k=0
n n n
_ + -
w2 w=) =)
o0 o
= Za ST ST S
k - o(k) e(k)
k=0 k=0 k=0

n

= Z a ;;) Ty = 2 Tph)

k=0

[ee] o0
— Z Ty = D Ty = D
w(k) k
k=0 k=0
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2.6 Mehrfachreihen

2.6.5 Hilfssatz

Sei A= |J Aj mit A; N A, =0 fiir j # k. Dann gilt:

j=0
[e.e]
2w =2 a
§=0 \ €A, AEA

Beweis: Zuerst ,<*: Es ist

Zaxézaxﬁoo.

AEA; AeA
e > 0: Wahle zu jedem j =0,1,2,... eine endliche Menge E; C A; mit

S(Ej) > Z ay —e-277
>\€Aj

E=FEyUFEU---UE, CA endlich.

n n n

Z Z ay < ZS(Ej)—FZE-Q_j

j=0 AeA; j=0 §=0

n

d. h.: Z Z ay < Za,\+2€ fir alle n und alle e > 0
5=0 A€A, AEA

o
:ZZ%SZ@%—%

§=0 A€A; AEA
oo

=3 ) an<) an
J=0 A€A, AEA

Umkehrung: >
E C A endlich

Ej:EﬂAj (1=0,1,2,...)
Nur endlich viele E; sind # 0

SRS ST 95 PITED 9b oIt
§=0 AeA,

\eE j=0 \E€E;
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2 Folgen und Reihen

2.6.6 Definition

Sei ¢ € IR: ¢t = max{0, ¢} positiver Anteil, bzw. ¢~ = max{0, —c} negativer Anteil
c>0:ct=c,c =0
c<0:ct=0,c=c

ct—c =c
Sei A # 0, ¢y € IR fiir jedes A € A

Z C;\r und Z c) seien erklart

AEA AEA
. — + _ -
Man setzt Z cy = Z cx Z Cy
AEA AEA AEA

2.6.7 GroBer Umordnungssatz
Sei A =JA; (endlich oder unendlich) mit A; N A =0 (j # k). Dann gilt
J

Sa-Y Y

AEA J AEA;

sofern eine der beiden Seiten existiert.

Beweis:
+ _ + .
Z cy = Z Z c, (Hilfssatz)
AeA J AEA;
+ - _ + -
ZCA_ZCA—Z ZCA_ZCA
AeA AeA i \)ea; AEA,;

2.6.8 Spezialfall: Doppelreihensatz

(AZINO X IN())

[e.e] o)
Z Cik = chjvk Zeilensummen

(4,k)€INo xINg =0 k=0

[o.¢] oo
= E E c;k Spaltensummen
k=0 j=0

o0
= g g ¢j . Diagonalsummen
n=0 (j,k):j+k=n

= i Z c; ) Quadratsummen

n=0 (j,k):max(j,k)=n

falls eine der 5 Summen existiert, mit ¢;, durch |c;, | ersetzt.
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2.6 Mehrfachreihen

Beweis: A = INy x INp

—_

A ={(k): keNg}

2. A, ={(,k): j € No}
3. A ={(,k): j+Ek=n}={0,n),(1,n—1),...,(n,0)}
4. A, ={(j, k) : max{j,k} =n} =

{(0,n),(1,n),...,(n—1,n),(n,n),(n,0),...,(n,n—1)}

2.6.9 Beispiele

o0
(0) > - konvergiert
n=1

(1) > jgﬁ existiert nicht

(j,k)EINXIN
Beweis: Quadratsummen
n>1: > ]Z,Jr;kz < #~Anzahl der Summanden

max(j,k)=n

> 2— -Anzahl der Summanden

(j2+k2>n j+k2<2n)
> aipzghen-n>i-5L

max(j,k)—n
00

SO ﬂﬁ) divergiert,

n=1 max(j,k)=n

weil 3° 1 divergiert, 3 # konvergiert

1 c .
(2) Z m existiert
Jk>1
Beweis: Quadratsummen

1 1
Z Z j3+k3<22ﬁ<4

n=1 max(j,k)=n

7 2
oo 00 k oo 00 k+2
>3(5) - 22()
- ;2]’01—1):2
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2 Folgen und Reihen
(4)
5 (-
m

(m,n)E]No xINg

2.6.10 Reihenmultiplikation/Cauchyprodukt

o0 [e.°]
Sind > ag und ) b, absolut konvergent, so gilt
k=0 n=0

(5] (5] -5

n

n
mit ¢, = Z ajbn_j = Z an_jbj

J=0 J=0
[o.¢]
>~ ¢, konvergiert absolut und heifst Cauchyprodukt
n=0
Beweis:

Z Qp, * Z bk = Z anbk
n=0 k=0

(n,k)G]NQ xINg

= Z Z anbk:Zcm.
m=0

m=0n+k=m

Z anby = aobm +aiby—1+ -+ am_1b1 + ambo

n+k=m
m
= E ajbm_j = Cm
Jj=0

Gerechtfertigt, weil > |ay||bg| existiert

n,k

N K
S fanllbel =3 laal Sl
n=0 k=0

0<n<N
0<k<K

oo oo
< D lanl ) Il = M
n=0 k=0

M

= Z |anbk|

(n,k)E]No xINg

IN
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2.6 Mehrfachreihen

2.6.11 Beispiel
[ I WV — i\ n!
— nl <= nl o S (n—j)!n!
[o.¢] n o
1 n 2a)™
= A (G-
n=0 " j=0 n=0
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3 Grenzwert und Stetigkei

3.1 Grenzwerte bei Funktionen

In diesem Abschnitt gilt: I ist immer ein beliebiges Intervall, zg € I oder einer der Endpunkte.

3.1.1 Definition

Sei I Intervall, g € IR und zp € I oder Endpunkt von [ und f: I\ {zo} — RR.
¢ € IR heit Grenzwert oder Limes von f fir x — xg, geschrieben lim f(x) = ¢ oder f(x) — c fiir
T—x0

x — xo, wenn es zu jedem € > 0 ein 6 > 0 gibt mit |f(z) — ¢| < e fur alle z € I mit 0 < |z — zg| < 0.

3.1.2 Bemerkungen

(1) Der Grenzwert c ist eindeutig bestimmt.

(2) lim f(x) = ¢ bedeutet: f ist definiert auf I = (a,00) oder [a,00) und zu jedem € > 0 existiert

ein k > a mit |f(z) — c| < e fiir alle x > k.

(3) entsprechend: lim f(x).
r——00

3.1.3 Folgenkriterium

lim f(x) existiert genau dann, wenn fiir jede Folge (x,,) in I\ {zo} mit x,, — z¢ lim f(z,) existiert.
T—T0 n—00

Dieser Grenzwert ist dann unabhéngig von (x,) und gleich lim f(x).
T—T0

Beweis:

=" lim f(z) = c existiere, d. h. zu jedem £ > 0 gibt es ein § > 0 mit |f(z) —¢| < e furallex € I

T—T0

mit 0 < |z — zo| < 4.

(zy,) ist Folge in I\ {zo}. z,, — xo = es gibt ein ng mit 0 < |z, — zo| < I fiir n > ny.
= |f(zn) — ¢| < e fiir n > ng, d. h. f(z,) — c fir n — oo.

n<" JAlle lim f(x,) existieren®
n—oo
Setze ¢ := lim f(xy). ((zy) ist feste Folge in I\ {xo} mit x,, — x¢).
n—oo
(&) ist Folge in I\ {xo} mit &, — xo.
Die Mischfolge (x1,&1,22,&2,...) = (yn) ist Folge in I \ {zo} mit y,, — zp.
lim (y,) existiert und ist = lim f(z,) =c= lim f(&,).
n—oo n—oo n—oo
Also: f(&,) — c fiir n — 0.

Annahme: lim f(z) existiere nicht (oder ist # c).
T—x0

Wersion 4.9 vom 18. Dezember 2002
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3 Grenzwert und Stetigkeit

= Es gibt ein & > 0 und fiir n =1,2,3,... ein z, € I\ {zo} mit |z, — zo| < 1,
aber |f(z,) —¢| > ¢, d. h. x, — xq, also f(z,) — c fir n — oo.
Widerspruch!

3.1.4 Rechenregeln

Wenn f(z) — « fiir © — xp und g(z) — B fiir £ — z0, so gelten

(1) f(z) +g(x) = a+p.
(2) Mf(z) = Aa.
(3) F@)g(x) — ab.
(4) 1f@) = lal.
(5) a < g, falls f(z) < g(z)in I\ {zo}.
(6) % &, falls 3 # 0.
Ger)l uer Es gibt ein 0 > 0 mit g(z) # 0 in (zg — 0,20 +0) N1\ {z0}.

&.,
=

) ist dort definiert und hat den Grenzwert % flir x — xg

Beweis: von (1)—(5): Folgenkriterium
von (6): Wahle e = 1 -|8] > 0.
Dazu ex. ein ¢ > 0 mit |g(z) — 8] < 1|8] fiir 0 < |z — 20| < 0, z € I.

= lo@)| =18+ (o)~ A > 18~ lolx) ~
18~ 21681 = 5161

Dann Folgenkriterium.

3.1.5 Beispiele

(0) Ist f(x) =c fir alle x € IR, dann ist lim f(x)=c.

T—X0

(1) f(x) == fir x € R, dann ist lim f(z) = z9 (Zu e > 0 setze o = ¢).

Tr—X0

(2) Ist f(x) = ap + a12 + a2x? + - - - + a,aP ein Polynom vom Grad p mit a, # 0 und a; € IR, dann
ist lim f(z) =ao + a1 + a2xd + - - + apxh = (o)
—Z0

Uber Induktion: lim zF = :clg.

T—x0

(3) Ist f(z) = [z] = die grokte Ganze Zahl < x, so ist lim f(x) = f(xo), falls zyg ¢ ZZ. Der Limes

T—T0
existiert nicht fir xy € Z.
(4) 1”;__11:rfiirr€Q.
Beweis: Fiir r € IN:
T —1l=(z—1)(a" 1 +2" 2+ 4+ +1)
T
1
lim = =lim@ 'zt l)=r-1=r
z—1 T — z—1
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3.1 Grenzwerte bei Funktionen

3.1.6 Einseitige Grenzwerte

Sei I = (a,b), o € (a,b) und f: I\ {zo} — R.

Setze f_(x) = f(x) fiir a < z < xg und f4(x) = f(x) fir xo < z < b.

Dann ist f(xg+) := lim fi(z), falls der rechtsstehende Grenzwert existiert.
T—x0

Schreibweise: f(zge) = lim f(z).
T—T o+

Bezeichnung: linksseitiger bzw. rechtsseitiger Grenzwert.
Beispiel: f(x) = [z]: lim f(zp+) und lim f(xg-) existieren immer.
T—X0 T—X0

3.1.7 Satz

F(age) = flwg ) = c = lim f(z) =c.

T—T0

Beweis: Seie > 0. Esist |f(x) —¢| < e fiir xg < x < 29+ 91 (rechtsseitig) und fiir zo — d2 < z < xg
(linksseitig).
Setze 0 = min{dy,d2}. Dann ist |f(z) — ¢| < e fir x € I\ {xo}, |x — x0| < J.

3.1.8 Monotone Funktionen

f: I — IR heift monoton wachsend [fallend|, wenn aus x < y (x,y € I) folgt:

f(@) < fy) [f(z) = fy)].

f heift streng wachsend [fallend|, wenn immer < anstelle <, bzw. > anstelle > gilt.

3.1.9 Satz

Monotone Funktionen haben in jedem Punkt xy € I einseitige Grenzwerte.
Sei z. B.: a < xg < bund f wachsend: f(zg-) < f(xo) < f(zo+).

Beweis: Sei (z,,) Folge in (a,z¢) mit =, T und =, — xo.

Dann ist (f(x,)) wachsend und beschrankt: f(z,) < f(x¢). Damit existiert lim flxn) < f(xo).
Nach dem modifizierten Folgenkriterium folgt dann: A

Existiert nlggo f(zy,) fur jede Folge (xy,) in (a,zp) mit x, T xo, so existiert auch f(xq-).

Bei monotonen Funktionen, fiir die lim f(z) existiert (a < xg < b), ist er = f(zo).

Tr—X0

3.1.10 Cauchykriterium
Essei f: I'\ {z9} — IR. Dann existiert lim f(x) genau dann, wenn es zu jedem £ > 0 ein § > 0 gibt
T—T0

mit |f(z) — f(y)| <efirallez,y € I, 0 < |x — x| < I, 0 < |y — zo| <.

Beweis:

»=" lim f(z) existiert) wie Folgen.
T—T0
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3 Grenzwert und Stetigkeit

<" Sei (zy,) Folge in I\ {zo}, x,, — wo.
(f(xy)) ist eine Cauchyfolge, weil zu € > 0 aus der Voraussetzung ein 6 > 0 existiert.
Da x,, — z fiir n — oo gibt es ein ng mit |z, — x| < ¢ fir n > ng.
Fir n > m > ng gilt: | f(z,) — f(zm)] < e
Damit ist (f(xy)) eine Cauchyfolge und TLILHC}O f(zy) existiert.

Jetzt das Folgenkriterium anwenden = lim f(z) existiert.
Tr—X0

3.2 Stetigkeit

Sei [ stets ein Intervall, f: I — IR.

3.2.1 Definition

f heifit stetig im Punkt xo € I, wenn es zu jedem € > 0 ein 6 > 0 gibt mit |f(x) — f(z0)| < ¢ fiir alle
x € I mit |x — xg| < 9.

f heift stetig (in I), wenn f in jedem xq € I stetig ist. Kurz: f € C(I) oder f € C°(I).

Bemerkung: f ist stetig in g <= xli_)rgo f(x) = f(=xo).

3.2.2 Rechenregeln

Sind f, g stetig (in x¢ oder in I), so sind auch folgende Funktionen stetig:
(@) f+g.

(b) Af fir A € R.

(c) f-g.

(d) g (falls g(x) # 0 (in zo oder fir = € I)). Genauer: g(xg) # 0.

= es ex. ein 0 > 0 mit g(x) # 0 in (xg — 0,20 + o) NI = I’ und 5 als Funktion von I’ nach IR
ist stetig in xg.

(e) Das Kompositum:
Ist g: I — J stetig (in xg € I oder in ganz I) und ist f: J — R stetig (in yo = g(xo) oder im
ganzen Intervall J), dann ist auch die Komposition fog: I — IR, (fog)(z) := f(g(x)) stetig (in
xo oder in I).

Beweis: Nur fiir das Kompositum:
Sei € > 0: Dann ex. ein § > 0 mit |f(y) — f(yo)| < e firy € J, |y — yo| < 9.
Zu diesem ¢ existiert ein o > 0 mit |g(x) — g(xo)| < ¢ fiir alle x € I, |x — x| < o, d. h. fir z € I,

|z — 20| < o gilt: |(fog)(z) = (fog)(zo)| <e.

3.2.3 Beispiele

(1) Polynome sind stetig in IR.

(2) f(x) = ¥ ist stetig in [0,00) (p € IN).
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3.2 Stetigkeit
(3) f(x)=x" ist stetig in (0, co0) fiir beliebige r € Q.
Beweis:

(1) Klar.

(2) Sei xg € [O,oo , (zn,) Folge in [0, 00) mit x,, — xo.

flxn) — ¢/xo (Beispiel bei Folgen).
= lim f(:n) fxg) = f ist stetig.
T—x0

(3) SeirzgmitqelNundpGZ.
g(x) = P ist stetig in (0, 00), falls p € IN ist; g ist auch stetig fiir p < 0 (2P = -15).

Setze ¢" = VaP = h(g(x)), h(y) = ¢y ist stetig nach Beispiel (2).
= f(z) ist stetig.

3.2.4 Satz vom Minimum und Maximum

Ist f: [a,b] — IR stetig, so hat f Minimum und Maximum, d. h. es gibt z, € [a,b] und z* € [a, b] mit
f(zs) < f(z) < f(z*) fur alle x € [a, b].

Beweis: Fiir das Maximum:

Setze M = sup{f(z): a < x < b}. Dazu existiert eine Folge (z,) in [a, b] mit f(z,) — M fiir n — oo.
Da die Folge (x,) beschrinkt ist, enthélt sie eine konvergente Teilfolge (z, ) mit x,, — z* € [a, b].
Es ist dann f(z*) = kli)rgo f(zn,) = nh_}rgo f(zn) = M = Maximum.

Fiir das Minimum analog.

3.2.5 Nullstellensatz

Sei f: [a,b] — IR stetig und f(a) < 0 < f(b) [f(a) > 0 > f(b)|]. Dann gibt es ein § € (a,b) mit
(&) = 0. (€ ist Nullstelle von f.)

Beweis: Zeige: Es gibt eine kleinste (erste) und eine grofte (letzte) Nullstelle in (a, b).
Beweis (fiir f(a) <0 < f(b), kleinste Nullstelle):
Setze M = {x: f(t) <0 fira <t <z} Cla,b] und £ =sup M € [a,b]. Es gilt:

(i) M #0, weil a € M.
(ii) £ > a, da f(a) < 0 und damit f(¢) <0 in [a,a + d), fir ein 6 > 0.

)
)
(iii) € < b, da f(b) > 0 und damit f(t) > 0 in (b — 4, b], fiir ein § > 0.
(iv) a<z<&= f(t)<O0fira<t<az, d h f(zr) <0in [a,).

)

(v) Nach Definition von £ gibt es eine Folge (z,,) in (&, b] mit z, — & und f(z,) > 0.
Esist f(&) = lir? f(z) <0und f(§) = lim f(z,) > 0.

= f(§) =0, f(x) <0 fira <z <& = ¢ ist kleinste Nullstelle.
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3 Grenzwert und Stetigkeit

3.2.6 Zwischenwertsatz

Ist f im Intervall I stetig, so ist J = f(I) ein Intervall, insbesondere gilt: Ist f(z1) <y < f(x2), so
gibt es ein = € (z1,x2) (falls 21 < x9), baw. x € (x2,z1) (falls x1 > z2) mit f(z) =y, y € J.

Beweis: Setze m = inf{f(x): x € I} und M = sup{f(z): z € I}.

Zeige: (m, M) % f(I)=J.Dannist J = (m, M), (m, M], [m, M) oder [m, M].
Beweis von ®: Sei y € (m, M). Dann existieren x1,z9 € I mit f(x1) <y < f(z2).
Dabei ist z. B. z1 < za (oder z1 > x2).

f:[x1, 2] — R ist stetig, g(x) = f(x) — y ist ebenfalls stetig.

?Ei;g z ;Eg; :Z i 8 } = es existiert ein § € (x1,x2) mit g(§) =0, d. h. f(§) =y.

Falls m = M ist = f ist konstant, (m, M) =0 C f(I) = {m} =: [m,m].
3.2.7 Bemerkung:

Ist f: [a,b] — IR stetig, so ist f([a,b]) = [m, M] mit

% }:{ min }{f(w)iaﬁxﬁb}

max

3.2.8 Beispiele

(a) Sei f(z) = {25 in T = (~1,1). Es ist f(I) = [0,00).

(b) Sei f(z) =2+ 1 inI=(0,00). Esist f(I) = [2,00).

(c) Sei f(x) = ag + a1x + - - - + aggr1224T! mit aggy; > 0 ein Polynom vom ungeraden Grad 2d + 1.

Es ist f(IR) = IR insbesondere hat f eine Nullstelle.

Beweis
(a) Esist f(z) >0, f(0) =0 und sup{f(z): —1 <z <1} =400 (Esist f /in [0,1).
1

(b) Es ist f(a;)—2:x—2+%:(\/5—\/—)2ZOfﬁrallexund:Oﬁirle.
Fir x — 0 gilt: f(z) — 4o0: sup{f(z): 0 <z < 00} = +00

(c) Setze M = sup{f(z): x € R} und m = inf{f(x): z € R}:

. f(w) . a4 ao
i gy = Jim (oaans & 57 o i) = a0
~——
—0 —0

d. h. es existiert ein K > 0 mit f(z) > %a2d+1x2d+l firz>K = M =0.
Gleicher Beweis fiir m = —oo.

3.2.9 Satz iiber die Umkehrfunktion

Ist f im Intervall I streng monoton und stetig, so existiert die Umkehrfunktion f=': J = f(I) — I
und sie ist stetig und streng monoton im gleichen Sinn wie f.
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3.2 Stetigkeit

Beweis (Fiir den Fall, daff f wachsend ist):

Aus 1 < x9 folgt, dak f(z1) < f(z2), d. h. dak f injektiv ist.
f~1ist definiert auf dem Intervall J = f(I).

Zeige nun die Stetigkeit von f~!in yo = f(xo):

Sei (yp) Folge in J mit y,, — yo fiir n — oo.

Es ist y, = f(2n), yo = f(z0), Tn, 70 € I.

Zeige: x, — x¢ flir n — oo.

Wenn nun z,, /4 xo (nicht konvergent gegen x(), dann existiert eine Teilfolge (zy, ) mit z. B. x,, >
xg + ¢ fiir alle k£ und fiir ein € > 0.

= flzn,) 2 fzo+€)

= f(zn,) = Ynp, — Yo = f(z0) > f(xo+¢€) > f(xo) Widerspruch!
Also gilt f_l(yn) =Tpn — L0 = f_l(yl))'

Bemerkung: Fir I = [a, b] gilt:
Man kann man eine Teilfolge (2, ) mit x,, — z{ € [a, b] auswéhlen.
Dann ist f(zp) = lim f(z,,) = yo = f(z0) = f ist injektiv und z{, = xo.
T— 00
Es bleibt noch zu zeigen, daff f~! streng wachsend ist:
t wachsend
Flan) =y < yo = Flez) T TEENT N 0 <, akso () < 7w,

3.2.10 Definition: gleichmillige Stetigkeit

Eine Funktion f: I — IR heifst gleichmdflig stetig, wenn gilt: zu jedem &€ > 0 gibt es ein § > 0 mit
If(z) — f(y)| < e firalle x,y € I, |x —y| <.

3.2.11 Bemerkungen und Beispiele

(a) Gleichméfhig stetige Funktionen sind stetig in I.
(b) f(z) =1 ist in I = (0,1] stetig, aber nicht gleichméRig.

Beweis: ‘f(%)—f(#)‘zhz—(n—klﬂzl

1,1, _
=09 =01 12—yl = e

e = % Suche hierzu ein § =7 Dieses ex. nicht.

(c) Lipschitz-stetige Funktionen
f: I — Rmit |[f(x) — f(y)| < Lz — y| fir alle z,y € I (L > 0 Lipschitzkonstante).
L-stetige Funktionen sind gleichméfig stetig mit § = 7 fiir € > 0.

(d) f(z) =1+ 22 ist Lipschitzstetig in I = [0, 00):

@)= )] = |(VI+a7 = VT5 )|
_ 2% — |
VIt 22+ 1+ ¢?
Tty
Vita?+/1+y2

x Y
<lz—-y +
| |(\/1+:E2 \/1+y2)

= |z -yl
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3 Grenzwert und Stetigkeit
<2z -y

(e) f(z)=+/x ist in I =[0,00) gleichméRig stetig, aber nicht L-stetig.

Beweis: Es ist f(z) — f(y) = #%/@7 Fiir z. B. x > y gilt:

Setze nun fiir e > 0 § = . Also ist f gleichméRig stetig. (nicht L-stetig als Aufgabe).

3.2.12 Satz von Heine

Jede stetige Funktion f: [a,b] — IR ist gleichméRig stetig.

Beweis: Nehme an, daf die Behauptung falsch ist, d. h. es gibt ein € > 0 und zu jedem § gibt es
z,y € I, so daks |[x —y| < 0, aber |f(z) — f(y)| > e.

Zu § = L existieren @, yn € I, so dab |z, — yn| < 1, aber | f(zn) — f(yn)| > €.

Die Folge (z,,) in [a, b] besitzt eine konvergente Teilfolge (zy, ), wobei x,, — o € [a,b], yn, — Zo.
Mit der Stetigkeit von f in xg gilt dann:

0 = |f(z0) = f(wo)| = Jim. |(zn,) = f(3n,)] = = Widerspruch!

Aufgabe: f: (a,b) — IR ist genau dann gleichméfig stetig, wenn es eine stetige Funktion F' gibt
mit F': [a,b] — IR und F(z) = f(z) in (a,b).

3.3 Gleichmillige Konvergenz

Sei [ ein Intervall, und f,: I - R fir n =20,1,2,....

3.3.1 Def.: Punktweise und gleichmilige Konvergenz von Funktionenfolgen

Die Funktionenfolge (f,) konvergiert

(a) punktweise gegen f: I — IR, wenn lim f,(z) = f(x) fur alle z € I.

(b) gleichmaflig gegen f: I — IR, wenn es zu jedem € > 0 ein ng € IN gibt, mit |f,(z) — f(z)| < e
fir alle n > ng und alle x € I.

o0
Ebenso heifst > f,(z) punktweise oder gleichméfig konvergent, wenn die Funktionenfolge (sy,), s, =

n=0
n

> fr(x), punktweise bzw. gleichmékig konvergiert.
k=0
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3.3 Gleichmékige Konvergenz

3.3.2 Beispiele

(1) Sei fn(z) =2" inI=][0,1]. Esist

Ofiro<z<1 }:f(x),

f”(x)_’{ 1 fiir 2 = 1

d. h. f, ist punktweise konvergent. f,, ist aber nicht gleichméfig konvergent.

n (&

el 1N 1
|fu(z) = f(2)] = 1——] — = #0firn— oo.
= keine gleichméfige Konvergenz.

o0
(2) > a"= ﬁ konvergiert gleichméfig in jedem Intervall [—r,r], 0 < r < 1, aber nicht gleichméfig
n=0

in (—1,1).
Beweis: Sei |z| < r: Dann gilt fiir n > ng

N e S YRS ED SELE e
k=0 k=n+1 k=n+1

da 0 < r < 1. = gleichmiéfige Konvergenz.
Nun fiir (—1,1): Es ist

3.3.3 Satz

Gegeben seien f,: I — IR und es gelte f,, — f gleichméfig in 1.

Firn=1,2,... existiere lim f,(z) = a,. Dann existiert auch lim f(z) = lim a,, d. h.
T—T0 T—T0 n—00

lim f(z) = lim (lim fn(m)) ~ lim <lim fn(x)>

T—x0 T—x0 \Nn—00 n—oo \ T—xg

Beweis: Sei e > 0. Dann existiert ein ng mit
|fu(z) — f(x)| < ¢ fir alle n > no und alle z € 1. (3.1)
Weiter existiert ein d,, > 0 mit

|frn(x) —ay| < e fir |z — x¢| < 0, und z € I. (3.2)
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3 Grenzwert und Stetigkeit

Fir n > m > ng gilt dann:

|an = am| = |(an = fu(@)) + (fu(z) = f(2)) + (f (@) = fm(2)) + (fm(2) — am)|
< & tetet & = 4e
fiir |t—20|<dn, n>no  m>ng  fiir [z—x0|<Om
Solche z € I existieren = (ay,) ist eine Cauchyfolge, a,, — a fiir n — oo
= la, —al <efirn>mn (3.3)
Sei m > ng und m > ny fest. Dann gilt:
[f (@) —al = [(f(2) = [ (@) + (fm(2) = am) + (am — a)]|

< &_+ € + & =3¢
— N~ N~~~ —~—
m>ng  0<|z—z0|<b, M>N1

=@EI) =(@2) =E3)
= |f(x) —al <3efir 0 < |z — 20| <6, =:6,d. h. lim f(x)=a.
Tr—T0

3.3.4 Satz

Gilt f,, — f gleichméRig in I und sind alle f,, stetig (in g oder in I), so ist auch f stetig (in xo oder
in 7).

Beweis: Sei zg € I:

i f() = tim (i £, (0)) = fla).
T—T0 n—oo \ T—xo
—_———
=fn(x0)

d. h. f ist stetig in xg.

3.3.5 Cauchykriterium

Die Funktionenfolge (f,,) mit f,: I — IR konvergiert genau dann gleichméRig, wenn es zu jedem € > 0
ein ng gibt mit
|fn(z) — fm(z)| < € fiir alle n > m > ng und alle x € I. (3.4)

Beweis:
»=" (gleichméRige Konvergenz = (B.4)) wie immer.

<" Sei € > 0 und ([BF) gelte fiir festes € I. Dann ist (f,(z)) eine Cauchyfolge, d. h. f, — f
punktweise.
Aus (B4) folgt fir n — oo, dak |f(z) — fm(x)| < e fir m > np und alle x € I, d. h. fr, — f
gleichmiéfig.

oo
Bemerkung: Fiir gleichméfige Konvergenz von > fi(z) lautet (3:4]) so:
k=0

< ¢ fiir alle n > m > ng und alle x € I.

> filx)

k=m+1
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3.3 Gleichmékige Konvergenz

3.3.6 Majorantenkriterium

Gilt |fn(2)| < gn(x) und konvergiert > gn(x) gleichmdfig in I, dann auch Y f,(z).
n=0 n=0

&S
Speziell dann, wenn |fy,(x)| < ¢, fiir x € I und ) ¢, konvergiert.
n=0

oo
Beweis: Sei ¢ > 0. Dazu ex. ein ng mit Y, gi(z) <eflirn>m > Iy und z € I.

k=n-+1
n n n
o oh@ < Y k@< )] glz) <e
k=m+1 k=m+1 k=m-+1
firn>m>ngund z € 1.
3.3.7 Beispiele
o0
(1) nz_:l M#n? (x € IR) ist gleichméRig konvergent, weil ﬁ < 4 und nz_jl # konvergiert (Majo-
rantenkriterium).
Jim ) e = (JH& 2 w) = Jim 0=0
n= =

o0

(2) > 2¥(1 — x) konvergiert punktweise in [0, 1], aber nicht gleichméfig.
k=0
Beweis:

1 — gntl

Zxk(l—x):(l—x)- 1—z

k=0 n+1 firz=1

firo<z<l1

=1z

1 fuiro<z <1
N
0 firxz=1

ist unstetig, also kann keine gleichméfige Konvergenz vorliegen.

(3) > 2(1 — 2)? konvergiert gleichmiRig in [0, 1].
n=0

Beweis: Sei € > 0. Dann gilt:

1— n+1
su(z) 2 1-2)? (-1 -2 i 0<a < L.

l1—=z

n

Z 2*(1 - z)?

k=m+1

= [sn(2) = sm(2)|

— ’<1 o x)(xm-&-l _ xn-&-l)’

(i) Fiir 0 <a <1 —¢ist dies < 1(1 — &)™ < & mit m > no.
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3 Grenzwert und Stetigkeit

(ii) Fir 1 —e <z <1ist dies < e-1 fir alle m.

= gleichméfige Konvergenz.

o0
(4) > 57157 ist nicht gleichméfig konvergent in IR.
n=1

Beweis: Sei z > 0. Dann gilt:

QZm: T S rm z=2m 2m? _ 1 =0
n2+x2 = 4m24+22  8m?2 4
n=m-+1

Aus dem Cauchykriterium folgt dann, daf keine gleichméfige Konvergenz vorliegt.

o0
(5) 21 —1157 ist gleichméfig konvergent.
n=
Beweis: Mit dem Majorantenkriterium. Es ist

2
1
x n—4\x] < = fir 2] <n? 1
P Y
ntta — fiir |] >n? "
n
o0
(6) 21 —rrr,z ist gleichmiRig konvergent fiir r > 0.
n—=
Beweis: /)
+(r
€T nT fur |33| § n1+(r/2) 1
e ] R NS = T
n*r 4| . 14(r/2) 7
W fir ‘.’IJ’ Z n T

/n/O(

o0
S~ L ist konvergent fiir o > 1. Hier ist o = 1 + 5
n=1

3.4 Potenzreihen

3.4.1 Definition: Potenzreihe

Eine Reihe der Form -
> an(x — x)" (3.5)
n=0

heifst Potenzreihe. Die Folge (ay,) heilt Koeffizientenfolge, und ¢ ist der Entwicklungspunkt.

3.4.2 Satz, Konvergenzradius
Die Potenzreihe (33) konvergiert absolut in (zg — r, o + r) und gleichméfig in jedem Intervall
[0 — 0,20 + 0] C (g — 1,20 + 7). Sie divergiert fiir x > xg + r und fiir x < xg — r. Dabei ist
_ 1

lim /]a,]

n—oo

der Konvergenzradius (Formel von Cauchy-Hadamard).
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3.4 Potenzreihen

Sonderfalle:

1. Fiir lim ¥/]a,| = oo ist » = 0 und (B3) heikt nirgends konvergent (obwohl konvergent in

n—oo
xr = x0).

2. Fir n@o {/|an| = 0 ist r = oo und (B.5) konvergiert iiberall.

Beweis: Es ist
lim /|an(z — x0)"| = |x — zo| im /|ay,].
n—oo

n—oo

Daraus folgt absolute Konvergenz nach dem Wurzelkriterium fiir |x — xo| < 7.
Sei nun (B.5) konvergent im Punkt z. Dann gilt a,(x — x9)" — 0 fiir n — oo, insbesondere ist
lan(x — z0)| < M fiir n € INo.
Damit gilt dann: |z — zo| - Iim {/[a,| < Tim /M = 1.
n—oo n—oo
Daraus folgt |z — x| < r und damit Divergenz fiir |z — x| > .
Zeige nun noch die gleichméfige Konvergenz in [zg — g, 20 + 0] C (o — r,x0 + 7):
Wihle € = zg + &~ (falls r > 0, r < 00).
Dann ist |a,(§ — x0)"| = |an| - (QTM)TL < M beschrankt und fiir |z — x¢| < o gilt:

— nl < .ot .
ol = e < laal- 0" (457) (S5

B o+r
~——

M - q ist eine Majorante.

3.4.3 Satz

Hat (BH) eine positiven Konvergenzradius, so stellt (B:5) eine im Konvergenzintervall stetige Funktion

f dar.

Beweis: Sei I, = [zg — 0,20+ 0] C (xo — 7,20+ 7). In I, liegt gleichmékige Konvergenz vor. Damit

ist f stetig in I, fiir 0 < p < r. Also ist f stetigin |J I, = (zo — 1, z0 + 7).
0<p<r

3.4.4 Bemerkungen und Beispiele

(a) Existiert lim |“2| = A, so ist r = & (Quotientenkriterium, Aufgabe)

n—oo

oo
(b) >~ % hat Konvergenzradius r = oo.
n=0

r

oo
(¢) 3 n®z™ hat fiir @ € Q den Konvergenzradius r = 1, denn {/n® — 1 = 1,
n=1

o0

(d) Die Binomische Reihe Y (%)2™ hat den Konvergenzradius r = 1, falls o € IR \ INg. Beweis iiber
n=0
das Quotientenkriterium (a).
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3 Grenzwert und Stetigkeit

(e) Sei (ay) die Fibonaccifolge mit ap = 1, a; = 1 und ap41 = ap + ap—q fiir n > 1.
Frage: Was ist dann

flx) = Z anx"
n=0

und welchen Konvergenzradius hat die Potenzreihe?

V5-1
5
Versuche zu zeigen: a,, < " mit einem ¢ > 1 (a, ist immer > 1).

Diesist 0. k. fir n =0 und n = 1.
Induktionsansatz:

Behauptung: r >

2

nt1 = ap + ap—1 < Qn + Qn_l = Qn_l(g + 1) < Qn+1

Das ,,7 ist in Ordnung, wenn o + 1 < p? ist. Suche nun das beste o fiir o > 1:

=0+1

1 1 1+
=5+ ™ 2

_ 1 2 V-1
lim Va,<p = 1r>-= = .

B

Da /a, < p ist, gilt:

Sei nun |z| < r. Dann gilt

= app12"t = zapa” + 2%ap_ 12"t
o x o
— Z anp1z" =z Zan(m” +22. Zan_lxn_l
n=1 J n=1 n=1
f(z)—ap—a1 f(z)—ao f(=)
— (f(x) —ao — a1) = z(f(x) — ag) + 2*f (z)
— f(x)1—z—2*) = (ap+ a1 —ap)r =1
1
— =

Wann ist 22 +x — 1 =07 Fiir z = —

Also ist r = @

D=

3.4.5 Satz: Summe und Produkt von Potenzreihen

Haben f(z) = ) an(r — x0)" und g(x) = > by(r — x0)" die Konvergenzradien ry > 0 und rg > 0,
n=0

n=0
so gilt:
(a) f(x)+g(x)= > (an + bn)(z — x0)" mit Konvergenzradius » > min{rg,ry}.
n=0
(b) f(x) g(z) =3 cn(x —20)" mit e = 3 agbp—k = > an—kby
n=0 k=0 k=0

und Konvergenzradius 7 > min{ry,ry}.
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3.4 Potenzreihen

Beweis:
(a) Summe konvergenter Reihen.

(b) Cauchyprodukt:

[e.9] n

f@)g(@) = ar(w — o) bni(x —z0)"F,

n=0 k=0
falls |z — o] < ¢ und |z — zo| < ry.

[e.e]
Beispiel zu (b): Esist f(z) = & = 3 2" fiir |2 < 1 und
n=0

(e8]

(1—195)2 = Zo(n + 1)z™. Frage: Was ist die Potenzreihe fiir ﬁ (p=3,p>3)7
n=

3.4.6 ldentitdtssatz

oo oo
Haben f(x) = > ap(z — x0)" und g(z) = > by(x — x0)™ positiven Konvergenzradius, und es ist
n=0

n= =
f(x) = g(x) fir z = x1,...,2, mit xp — xo fiir & — oo, aber z # xg. Dann ist a, = b, fir alle
n=0,1,2,...

Beweis: Annahme: Nicht fiir alle n gelte a, = b,,. Setze

o

h(t) = (an = ba)t" (h(z —z0) = f() — g(x))

n=0
oo

= Z cnt” (cn = an —by).
n=0

Nach Annahme exisiert ein kleinstes m mit ¢, # 0. Es ist also

h(t) = Z cat” = t"(Cm + Cma1t + Cm+1t2 +.o)=t". B(t)
und fiir ¢, = (xp — x9) # 0, tx — 0 gilt:
h(ty) =0 = & -h(ty),
~—
£0

also h(tg) = 0. D.h. h(0) = 0 = ¢,,, # 0 Widerspruch!

3.4.7 Beispiele

o0
(a) Sei f(x) = > apx™ mit Konvergenzradius r > 0.
n=0
Ist nun ag, =0 fiir n =0,1,2,..., dann ist f eine ungerade Funktion, d.h. f(—x) = —f(z).
Gilt umgekehrt f(—x) = —f(x) in einem Intervall (-6, §) CKonvergenzintervall,

dann ist ag, =0 firn=0,1,2,...
oo
Beweis: f(z) + f(—z) =0= ) (an — (—1)"ay)z™.
n=0
Aus dem Identitatssatz folgt, dak a, = (1 4 (—1)") = 0 fiir alle n, insbesondere ist ag, = 0.
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3 Grenzwert und Stetigkeit

oo
(b) Sei f(z) = > ana™ mit Konvergenzradius r > 0.

Dann ist f g:erade (f(=z) = f(x) in (—6,0)) genau dann, wenn ag,—1 = 0ist firn =1,2,....
Beweis: f(z) — f(—z) =0...usw.

3.4.8 Satz iiber die Verkniipfung von Potenzreihen

o0
f(y) = > byy™ habe Konvergenzradius R > 0
n=0
o0
g(x) = > anz™ (g(0) = 0 Entwicklungsmittelpunkt fiir f-Reihe)
n=1
[e.°]
Dann hat f(g(x)) eine Potenzreihenentwicklung f(g(z)) = > cpa”
n=0

o0
mit Konvergenzradius r > o, ¢ so, dak > |a1]0" < R ist.

n=1

ohne Beweis

3.4.9 Beispiel

Sei f(y) = 3 L und g(z) = 20 ((ngl")lx%ﬂ.

n=0
o
Suche die Koeffizienten co, c1,...,c5 von f(g(x)) = > cpa™. Esist
n=0
1 3 2P 1 3 2
f(g(x)):l—kﬁ <x—§+§$> +5 (x—§i>

1 a3 P . .
_|_§ x_ﬁi.” +_‘(x¢) _|__(x¢...) 4+ ..

14 x3+x5 +1 ,
- TT% T120) T2\ T3

1/ 4 .a° 1, 1
Z 3= - S
+6<:U 6>+24:U+120x+

Y L P (L L P
JES— J— m _ — x DR
6 ' 24 120 12 " 120

1

1 1
:1+1x+§m2+0x3—§x4—1—5x5+~-

3.4.10 Satz iiber das Reziproke einer Potenzreihe

oo o0
f(z) = > ana™ habe Konvergenzradius r > 0, ag # 0 (= f(0) # 0). Dann ist ﬁ = > cpx” mit
n=0 n=0

positivem Konvergenzradius, und es gilt:

" 1 firn=0
Z ApCn—k = (3.6)

s 0 firn>1
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3.4 Potenzreihen

o0
Beweis: Definiere (¢,) durch (8:6). Dann hat ®(z) = > c¢,z"™ positiven Konvergenzradius. Es gilt:
n=0
o oo
fx) - () = Z(anw") DI CED
n=0 n=0
k=0
0 fir n>1
1 fir n=0
d.h. ®(z) = %

Konvergenzbeweis fiir ag = 1 | sonst: % = m = % . W
n=1\%0

Es gibt ein A > 1 mit |a,| < A" (<=Konvergenzradius r > 0)

Zeige: |cn| < (24)", d.h. Konvergenzradius > 5.

Induktionsanfang: |co| = 1 < (24)°. v/

Induktionsschritt:

<Z|am| |

™ <aAn- k <(2A)

el = ‘ Zan KC

n—1
<) 2kAr = A”Zz’f A" (2" — 1) < (24A)"
Induktionsbeweis v
3.4.11 Beispiel

(o]
Sei f(x)=1-322+2%—2°+--- und ﬁ = > epa™. Suche cp, ¢, 2, 3.
n=0

ag=1 apgco = 1 =cp=1
a1 =0 apcy +aico =0 =c1 =0
as = —3 apce + ajcy +azcog =0 =co=3
azg =1 apcs + aijca + ascy + azcog = 0 =c3=—1

2. Methode: Fiir || < 1 ist

1 o
T = =l
o n=0
1 B 1
1-322+a3 —ad+--- 1-Ba2—a3+25F---)

=1+ (22> -3 +25+--1)
+ Bz -t 2+ )
=1+432% — 23 +92% + ...
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3 Grenzwert und Stetigkeit
3.4.12 Umentwickeln von Potenzreihen

Sei f(x) = > an(x —xo)" in I = (zg —r,xzo+1). Fir x; € I gilt x — xo

ist nach dem binomischen Satz

(z — z)" = Zn: (Z) (& — 1) (z1 — 20)" .

k=0
Es gilt dann

o0 n

=> Y ( ) (21 — 20)" F(x — x1)*

n=0 k=0

= Z bk(l‘ — l‘l)k
k=0

Was ist nun b;? Wir sind in |z — 21| < r — |21 — x| auf der sicheren Seite:

ZZ() (z1 — 20)" F (2 — x1)*

n=0 k=0
_ZZ( ) $1_‘T0)n k($—$1)k
n=0 k=0
=2 [Z( ) (z1 — 20)" _k] (- x1)"
k=0 Ln=0
= b, = i <n> an(z1 — wo)nfk
k
n=~k
3.4.13 Beispiel
Esist ) 2" = = in (—1,1). Umentwicklung von 2o = 0 auf 21 = —3:
n=0
1 e 1\*
l_x—Zbk<$+§>
k=0
e n n—k
mit b= 35 () (3" =
1 1 2 1
R N EH )
2 (2 1\\"
52 )
k=0
_i 2 k+1 x_;_l k
- 3 2
k=0 y

W

Daraus folgt ein Konvergenzradius r =
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3.5 Exponentialfunktion und Logarithmus
3.4.14 Abelscher Grenzwertsatz

o0 o0 o0
Konvergiert Y ap, so konvergiert Y a,a™ gleichméfig in [0, 1] und es gilt dabei )" a, = lim f(z).

n=0 n=0 n=0 rx—1—
oo
Beweis: Seir, = > ai. Firn >mund 0 <z <1 gilt:
k=n
n n n n n+1
Z apa’ = Z rez® — Z rk+1xk = E rezt — E zjj_l
k=m+1 k=m+1 k=m+1 k=m+1 Jj=m+2
n
k=m-+2

Sei € > 0. Dann gibt es ein ng mit |rg| < e fiir £ > ng. Fiir 0 <2z <1 und n > m > ng gilt also:

n
> at

k=m+1

n

T’m+1$m+1 _ Z ’I“k($k _ xk—l)
k=m-+2

<e-1+ Z e- (Pt —ah)+e-1

<2e4e=3¢

Also gleichmiéfige Konvergenz nach Cauchykriterium.

3.5 Exponentialfunktion und Logarithmus

3.5.1 Definition der Exponentialfunktion exp(x)

[e.o] n

exp(z) = Z % ist die Ezponentialfunktion oder FEzponentialreihe

n=0

3.5.2 Satz: Eigenschaften der Exponentialfunktion

Die Exponentialfuntkion ist stetig, streng monoton wachsend, exp(IR) = (0, c0) und es gilt die Funk-
tionalgleichung

exp(x) - exp(y) = exp(z +y) (3.7)

Beweis: Die Exponentialfunktion ist stetig in IR als eine iiberall konvergente Potenzreihe, (3.1) war
Aufgabe 4a auf Blatt 6.
Monotonie: Sei ¢ < y = x + h mit h > O:

exp(y) = exp(x) - exp(h) > exp(x), falls exp(xz) >0

b h?
exp(h):zmzl+h+7+--~>l.
n=0
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3 Grenzwert und Stetigkeit

Setze nun in B.7) y = —z. Dann gilt exp(z) - exp(—z) = exp(0) = 1. Also ist exp(—x) = @,

insbesondere ist exp(z) # 0 und exp(0) = 1. Aus dem Zwischenwertsatz folgt dann, daf exp(x) > 0
ist.

Ist ¢ > 0, so existieren z1,z2 € IR mit exp(z1) < ¢ < exp(x2), denn exp(z) =1+x+--- >z — 00
fir © — oco. = x9 existiert. Da aber auch exp(—z) = m — 0 fir  — oo existiert auch x;.
Wende nun den Zwischenwertsatz auf die Ungleichung exp(x1) < ¢ < exp(z2) an. Daraus folgt, dafs
ein x € (x1,x9) existiert mit exp(z) =c. )

3.5.3 Definition des Logarithmus log =

Die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion, der Logarithmus, existiert, ist stetig und ist streng
monoton wachsend in (0, c0). Es gilt:

log(x - y) = log(x) + log(y) (3.8)
Beweis: Alles bis auf (3.8]) folgt aus dem Satz tiber die Umkehrfunktion.
Seien nun z = exp(s) und y = exp(t). Dann gilt:

log(x - y) = log(exp(s) exp(t)) = log(exp(s + ) = s + ¢ = log(x) + log(y)

3.5.4 Satz

(a) 14z < exp(z) fir alle x # 0.
(b) 17z <log(l+=z) <z fiir * > —1 und z # 0.

(c) exp(l) = lim (1+ %)n =e

n—oo

Beweis:

(a) Klar fiir x > 0 und fir z < —1. Fiir —1 <z < 0 gilt:

exp(—z) = Z ' <Z e

n=0

1
:>exp(x):exp(7_$)>1+x

(b) Es ist log(1 + z) < log(exp(z)) = z, da 1 + 2 < exp(l + z). Auferdem ist —log(l + z) =

log (H%) log (1 1+x> < —1f5- Daraus folgt, dak log(1 4+ z) > 5 firz #0und 5 < L.

1+x
Wenn z > —1 und z # 0 ist, dann ist 1 + 2 > 0 und < 1+z, also 7 < L.

(¢) Multipliziere die Ungleichung #= <log(1 + ) < z mit Lfirz >0

1 log(1+x)
1+x <

Fir x — 0+ gilt dann lim
z—0+

<1l—1
log(1+2) _ 1
— .

=1+

1
Es ist log(e) = lim log (14 1)" = lim w =1.
n—oo -

n—oo

Also ist e = exp(log(e)) = exp(1).
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3.5 Exponentialfunktion und Logarithmus

3.5.5 Bemerkung

(a) Fir n € INg gilt exp(n) = e™.
(b) Fir n € IN gilt exp(—n) = e ™.

(C) Fir r = % c Q gllt exp(%) = em/nj d.h. exp(r) =e".

Beweis:
(a) Mit Induktion: exp(n + 1) = exp(n) - exp(1) = " - e = "1,
(b) exp(—n) = =

exp(n)*

(c) Sei m = 1. Dann ist e = exp(1) = exp(n - %) = (exp(%))”. Es ist exp(%) = Yexp(l) = el/m und
exp(2) = exp(m - 1) = (exp(1))™ = (el/mym = em/n,

Abbildung 3.1: Vergleich der Exponential- und Logarithmusfunktion

Die Exponentialfunktion e*

Der Logarithmus log x

ist stetig und
streng wachsend auf IR

ist stetig und
streng wachsend in (0, co)

ertY = e¥ . Y

log(z - y) = logx + logy

e* >x+1fiirz#0 Ty <log(l+uz) <z

firz>—-1,2#0
log(1+x) _ 1
z

lim €1 =1 lim
z—0 r—0
lim e* = o0 lim logx = oo
T— 00 r—00

lim, . e =0 lir% logz = —o0
xr—
exp(IR) = (0, 00) log(0,00) =R
5 — T 3 T T 1
4+ - 2r 7]
3k = L h
0
2 | - ni |
1k - ) —
0 1 L1 3 I I I I
3 -2 -1 0 1 2 3 0 1 2 3 4 5

3.5.6 Definition von €® fir z € IR

Fiir z € IR definiert man e® := exp(x) und fiir a > 0 und z € IR ist a® := e®1°8°,

Bemerkung: Fiir r = % gilt:

erloga _ egloga _ eXp(l logaP) = (eloga”)l/q — (ap)l/q — P/t = g"
q
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3 Grenzwert und Stetigkeit

3.5.7 Hyperbolische Funktionen

Sinus hyperbolicus:

T et > x2n+1
hp
i 2 — 20+ 1)!
Cosinus hyperbolicus:
er 1 e T 0 x2n
coshx = — = Z 2n)!
n=0

sinh x ist stetig, streng wachsend (e® und —e™* streng wachsend), ungerade.
cosh zx ist stetig, streng wachsend in [0, 00), streng fallend in (—o0, 0], gerade.
Tangens hyperbolicus:

sinhz e —e™® e** -1

tanhx = = =
coshz e*+e % 2241

Cotangens hyperbolicus:

th coshx e** 41
cothx = =
sinhz e2*—1

-2
) 621-}—1
und damit P /

Der tanh ist monoton: Es ist tanhxz =1 —

o 2 1
Damit ist e* +1 7, 5

Abbildung 3.2: Die hyperbolischen Funktionen

4 4 T T

3 OSLLZL‘ - 3

2 |- - 2 |-

Lge® - 1t

0 - 0 tanhx _-~
-1 — /// - _1 == —
-2 / = 2 =
3 ’éinhaj — -3} cothx —
4 - L1 4 L1 L1

3 -2 -1 0 1 2 3 3 -2 -1 0 1 2 3

3.6 Die trigonometrischen Funktionen

3.6.1 Definitionen und Satz

Die Funktionen

[e.e]
Sinus: sinz — (=D" 2n+1
inus: sinx = ) EIESYES
n=0 )
o0
. —1)"
Cosinus: cosz = ) %x%
n=0 ’

sind stetig in IR und es gilt:
(i) sin(—x) = —sinz (ungerade Funktion)

(ii) cos(—x) = cosx (gerade Funktion)
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3.6 Die trigonometrischen Funktionen

(iii) cos(z +y) =cosx -cosy —sinx - siny

(iv) sin(z +y) =sinz - cosy +siny - cosz

Beweis: nur noch fiir (iii) und (iv):

s (_1)n n — (_1)n n
COS T - COSY :nz:% 2n)! z? ‘nz:% (2n)! v
CEG ) g (U (2w
=22 (2k)! - (2n — 2k)! o (W)

Il
[~]2
—
o ||
3|~
N~— |
—| 3
3
7\
[N )
> 3
~_
8
(V)
B
<@
[\~
i
[\~
BN

n=0 k=0
00
(_1 " <2n> 3.2n—j
- ! > )
n=0 (27’L) 1<2n J
j gerade

N G VeI e N G O L
sinz - siny nZ@nmﬂ” 20(2n+1)!y

k 22k+1 (_1)n—ky2(n—k)+1 (2n+2)!
ZZ 2k+1 2 —-k)+1)! '<<2n+2)!>

nOkO

(27’2 + 2)] . $2k+1 . y2n+2—(2k‘+1)

:Z(2n+2)!'z;) 2k + 1) (2n+2 — 2k —1)!

n=0 k=

setze n +1=m:

(iv) selber machen.

3.6.2 Hilfssatz

—~
=
8
|
o8,
|/\
H
A

53
E“
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3 Grenzwert und Stetigkeit

Beweis: Mit Leibnizkriterium:

(a) Esist cos( y—1=3" ((5711))” 2n_ Das Leibnizkriterium ist anwendbar,
n=1

falls = G ) > (;’ +2) fiir alle n gllt
d. h. falls (2n +2)(2n + 1) > 22 fiir alle n,
d. h. falls (2 +2)/2 + 1) > 22, also falls |z| < v/12. Dann ist
22 P R
5 <cos(z)—1< T—FE

(b) Hier ist genauso das Leibnizkriterium anwendbar, falls

x?n—i—l 2n—1
< fir allen >1
2n+1)! = (2n—1)!
— 22 < (2n+1)2n fir alle n > 1

= x2§6, alsofalls()gxgx/é

3
x—ggsmxgxfurogxgx/g

3.6.3 Die Zahl «

Der Cosinus besitzt eine kleinste positive Nullstelle: g Es gilt:
1,4~2< g <\/6-V12~1,6

Beweis: Es ist

2 172 1134

X
1-=< <1-5+5p
B COST B

Die Nullstellen von 1 — %2 + % sind /6 — v12.
Es ist cos0 =1, cos(z) > 1 — % > 0 in [0,1/2] und es ist cos(1/6 — +/12) < 0. Nach dem Zwischen-
wertsatz hat cosz eine kleinste positive Nullstelle Z, die in (v2, /6 — v/12) liegt.

3.6.4 Einfache Eigenschaften von Sinus und Cosinus

(a) sinz +cos?z =1

(b) cos(m/2) =0, sin(r/2) =1

(c) sin(x + 7) = —sinx, cos(z + 7) = —cosx

(d) sin(x + 27) = sinz, cos(x + 27) = cosx
s]n;p _ COb(J?) 1 — _l

(e) glgll)% =1, hr% —r— 5
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Beweis:

(a)

Setze y = —z in (iii):

cos0 =1 = cosx - cos(—x) — sinz - sin(—xz) = cos® x + sin’ z

= sin§ =1 (oder —1) nach (a), aber sinz > x —

3.6 Die trigonometrischen Funktionen

2

.’ﬂ3 . _ T
F>—1furx—§.

(c) sin(z + F) =sinz-cos § +cosxz-sin§ = cosx
cos(x + ) = —sinz -sin§ = —sinx
sin(x + ) = cos(x + §) = —sinzx
cos(z +m) = —sin(z + §) = —cosx
(d) sin(x + 27) = —sin(z + 7) = sinz. cos genauso.
(e) Sinz — ioj CL™ g2 =14 ... = 1 fiirz — 0
x = (2n+1)! :
1 R (=1 op_ .
COS(;Q) — Zl ((2n))! an 2 _% + %$2¥ N _% fiir = — 0.
n—=
| | | |
1F /\ - 1
0 0
1k - 1
| | | |
- -m/2 0 w2

Abbildung 3.3:

-m -m/2 0 w2

Sinus und Cosinus
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4 Differentialrechnun

4.1 Differenzierbare Funktionen

4.1.1 Definition

Essei f: I — IR (I Intervall) un zo € I.
f heilt differenzierbar in xg, wenn der Grenzwert

lim @) = f(wo) = f'(x0) = lim

T—x0 Tr — X0 h—0

f(zo+h) = f(zo)
h

d
existiert. f’(xo) ist die Ableitung (der Differentialquotient) in g, auch geschrieben als d—f(xo).
x

f(z) — f(zo)
Tr — X

von f an den Stellen x und g schneidet.

[ heikt differenzierbar, wenn f’(z¢) in jedem zg € I existiert. Wenn f’ sogar in I stetig ist, so heifst

f stetig differenzierbar: f € C1(I), d. h. f ist differenzierbar und f’ € C°(I).

ist der Differenzenquotient. Er stellt die Steigung der Geraden dar, die den Graphen

4.1.2 Bemerkungen und Beispiele
(i) Wenn f in zq differenzierbar ist, so ist f auch stetig in zg.
(i) Sei f(x) = c konstant. Dann ist f/(x) = 0.

d
(iii) Es ist %em =e".

) .o do .
(iv) Esist —sinx = cosx, — cosx = —sin .
dx dx

d 1
(v) Esist —logx = — fiir z > 0.
dx x

Beweis:

(i)

Jim () ~ Stz0) = Jim KO o
— @)-0=0

(ii) klar.

Wersion 4.9 vom 18. Dezember 2002
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4 Differentialrechnung

(i)

(iv) Hier nur fiir den Sinus:

sin(x + h) —sinz _ sinzcosh + coswsinh —sinx
h B h
cos(h) — 1 sin h

= sin(az)T + cos(x) A

—1
— sin(x) - 5 -0+ cos(x) -1

=cosz fir h — 0.

log(z + h) — log(x) :log(x(l + 1)) —log(x)

h h
_log(z) + log(1 + by _log(z)

log(1
<M_>1fﬁrt_>o>

1
——firh—0
T

4.1.3 Differentiationsregeln

Sind f und g differenzierbar in xg (oder in I) und ist A € IR, dann sind die folgenden Funktionen
ebenfalls differenzierbar:

(1) f+g. Dabeiist (f +g)'(w0) = f'(z0) + ¢'(x0)-
(2) Af. Dabei ist (Af) (zo) = Af'(zo).
(3) f-g. Dabeiist (f-g)'(zo) = f'(z0)g(z0) + f(20)g' (o).

f (Y ~ f(=o)g(x0) — f(0)g' (20)
(4) 7 falls g(zo) # 0. Dabeli ist (;) (x0) = 7 (20) .

1\ -
Insbesondere ist <—> = —g.
g

g
Beweis:
(3)
f(@)g(x) — flzo)g(wo) _ f(z)(g(x) — g(x0))
T — Zo T — To
. g(zo)(f(x) — f(=0))
T — X0

— f(z0)g'(x0) + g(zo) f' (o).
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4.1 Differenzierbare Funktionen

1
(4) Beweise zuerst den Spezialfall —:
g

g(z) # 0, g stetig in xg, also ist g(x) # 0 in einem Intervall (z, — 0,z + 9).

1 1
9@ ~ gwo) _ 9(xo) —g(x) 1
T — x0 r—x9  g(x)g(xo)
——g/(z0) _>g2(110)
. —9g' (o)
g%(o)
Nun i:
g

4.1.4 Umformung der Definition
Sei f: I — IR und xg € I. Dann ist
i @) = f(@0) _ F(20) = lim f(zo+h) — f(z0)
T—x0 T — X h—0 h
J— [— . /
> Jim f(xo + h) f(hxo) h-f(z0) _,

=:ur(h)
< f(xo+h) = f(zo) + f(zo) - h+ h-r(h) mit r(h) — 0 fir h — 0

f(z0) + f'(xo) - h ist Approximation von f(xg+ h) in der Niahe von h = 0.

4.1.5 Kettenregel

Seien g: I — J und f: J — IR mit Intervallen I und J. Ist g differenzierbar in xqg € I und ist f
differenzierbar in yo = g(z¢), dann ist f o g, (f o g)(z) := f(g(z)), differenzierbar in xy und es gilt

(fo9)(x0) = f'(yo) - ¢’ (o).

Beweis: Es ist

(1) g(zo+h) — g(zo) = ¢'(x0) - h+ h - r(h) mit r(h) — 0 fir h — 0
(2) flyo+k)— flyo) = f' (%) - k+ k- o(k) mit ¢ — 0 fiir k — 0

Damit ist

(fog)(@wo+h) = (fog)(zo) —h- f'(yo)-g'(x0)
= f(g9(xo+h)) = f(yo) =h - f'(y0)g'(x0) = (%)

®
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4 Differentialrechnung
Dabei ist
® = f(g(zo + h)) — f(vo)

mit k = g(zo + h) — g(xo)

(2)

(Yo + k) — f(yo)
f'(wo) - (g(xo + h) = g(x0)) + (9(z0 + h) — g(w0)) - (k)

f
0) - (
f'(wo) - (¢'(w0) - b+ N -7(h)) + g'(20) - ho(k)
:f(yo)gl(fco) h+h-(f'(yo) - r(h) + ¢'(x0) - o(k))

Fir h — 0 gilt dann: k = g(xo + h) — g(z¢) — 0 und g(k) — 0. Daraus folgt dann fiir (x):
() = f'(y0)g'(z0) - b+ h - R(h),

wobei R(h) = f'(yo) - 7(h) + ¢(z0) - o(g(x0 + h) — g(x0)) — 0 fir h — 0.
Also: (f o g)'(z0) = f'(y0)g' (x0).

4.1.6 Beispiele
(1)
di Ccos T — eCOS.’ﬂ . SiIlIL’
X
(2) Fir z >0 und o € IR ist
d a d aloger _ _alogzx 1 _ a—1
%ZE = %e =€ C!E =T

4.1.7 Differenzierbarkeit der Umkehrfunktion

Sei f: I — IR stetig, injektiv und differenzierbar in xg € I mit f/(xg) # 0. Dannist f~1: J = f(I) — I
differenzierbar in yp = f(z¢) und es ist

Falscher Beweis: Mit Kettenregel. Es gilt: f(f~!(y)) = y. Differenzieren liefert

—1\/ _ _
= U 0) = 5000 = Flao)

Dieser ,Beweis“ ist aber nur richtig, falls sicher ist, daf f~! in g differenzierbar ist.
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4.1 Differenzierbare Funktionen

Beweis: Es ist yo = (7o) und 2o = f~1(y0). Setze yo + h = f(xo + k), also ist k definiert durch
k= f""(yo+h)—zo #0.

Damit gilt dann:
f o +1) — f~(yo) 1

h _w'

Fiir h — 0 folgt k — 0, da f~! stetig ist, und damit ist

f o+ h) — f(wo) 1

h f'(xo)
4.1.8 Beispiele
(1) Es ist
d | 1 1 1
—logy = - =— ==
d dx ! z=logy z=logy Y
(2) Esist
d 1 1 1 1 1
dy %mn — nx—1 T -1 n

4.1.9 Hohere Ableitungen

Sei f: I — IR mit einem Intervall I. Wenn f differenzierbar ist, ist f’ die Ableitung. Wenn f’
differenzierbar ist, ist (f’)’ = f” die 2. Ableitung von f und wenn f” differenzierbar ist, dann ist
(f") = f" die 3. Ableitung von f.

Allgemeiner: Es ist (O = f f(1) = #/ Induktiv wird weiter definiert: f(**+1 = (") Dabei ist
™) die n-te Ableitung von f. Es werden dann folgende Mengen definiert:

COI) = {f: f ist stetig in I}

clI)={f: f ist stetig in I}

C™(I) = {f: f™ ist stetig in I}

(1) = ﬂ C™(I) = {f: f™ existiert fiir alle n € INo}
n>0

Dabei gilt:
C'N) 2CH () 2C*(1) 2 --- 2 C=(I)

4.1.10 Leibnizregel
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4 Differentialrechnung

Beweis: mit Induktion: Fiir n = 1 ist dies die Produktregel. Fiir n — n+1: Aufgabe. Tip: Vergleiche
mit dem Binomischen Lehrsatz, auf Seite 13}

i =35 (2

v=1

4.2 Die Mittelwertsitze der Diff.-rechnung

4.2.1 Definition: Minimum, Maximum

Sei f: I — IR und xp € I. f hat in z¢ ein Minimum bzw. Maximum, wenn f(z) > f(xg) bzw.
f(z) < f(zo) fir x € I, |x — x| < 6 fur ein 6 > 0. Gilt f(x) > f(xo) bzw. f(z) < f(xo) fiir z € I,

0 < |z — xo| < 4, so heifst z¢ Stelle eines strikten Minimums bzw. Maximums.

4.2.2 Bemerkung

Ist xg kein Endpunkt von I und hat f in xg ein Extremum (Minimum oder Maximum) und existiert

1/ (x0), so ist f/(xg) = 0.

Beweis: Fiir den Fall eines Maximums. Es gilt f(zo + h) — f(x9) < 0 fir kleine |h|. Daraus folgt:

f(xo+h)— f(zo) <0, fiir h>0 nroo

, <0, firh>0
h > 0, fiir h < 0 F(wo)

!/ —
S0 firh<o — 4 (#0)=0

4.2.3 Satz von Rolle
Ist f: [a,b] — IR stetig, f(a) = f(b), und ist f differenzierbar in (a,b), so gibt es ein £ € (a,b) mit
f1(€) =o.

Beweis: Klar fiir konstantes f. Sonst hat f ein Extremum in & € (a,b). Dort ist f'(£) = 0.

4.2.4 Mittelwertsatz der Differentialrechnung
Ist f € C°([a,b]) differenzierbar in (a,b), so gibt es ein & € (a,b) mit

16~ (@) = (b —a) (&) bew. TO—TD gy

Beweis: Sei g(z) = f(x) — f(b) (a)( a). Es ist g(a) = g(b) = f(a). Aukerden ist g € C%([a,b])

b—a

und diffbar in (a,b). Nach dem Satz von Rolle existiert ein £ € (a,b) mit ¢'(£) = 0 und damit
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4.2 Die Mittelwertsdtze der Differentialrechnung

4.2.5 Beispiele

(1) Behauptung: sinz < z fiir x > 0.
Beweis:
sinz = sinz —sin0 "= (x —0)-cos§ mit £ € (0,2) <=z

(2) Behauptung: log(1 + z) > 7 fir z > —1.
Beweis: Es ist
1 T

log(1+ z) =log(1 + z) —log(1 4+ 0) = (x_o)m “Tre

Firz > 0,0 < € < z gilt:
1 1 T T

> >
1+¢ 1+2 146 1+=x
Fir -1<z <0,z <& <0 gilt:

1 < 1 T S x
—
1+4¢ 1+z2 1+¢ 1+=z

(3) Esist tanxz = 5= der Tangens. Fiir die Ableitung gilt:

; sinz\’ cosz-cosz —sinz - (—sinx)
—tanz = =
dx cos (cos x)?

1 9 . s

Behauptung: tanz > x fiir 0 <z < 7.
Beweis: tanz = tanz — tan0 = (z — 0) - (tan)’(§) > x mit £ € (0,x).

4.2.6 Satz

Sind f und g stetig in [a,b] und differenzierbar in (a,b) mit f' = ¢’ in (a,b), dann gilt f = g + ¢ mit
einer Konstanten c.

Beweis: h = f — g ist stetig in [a, b] und differenzierbar in (a,b). Es gilt A’ = f' — ¢’ = 0. Seien nun
z,y € (a,b). Dann ist h(y) — h(z) = (y — z)h'(§) =0, d. h. h ist konstant.

4.2.7 Satz

Sei f stetig in [a,b] und differenzierbar in (a,b) mit f'(x) — ¢ fir z — a. Dann ist f differenzierbar
in [a,b) mit f'(a) = ¢ = lim f'(x).

Beweis: Sei = € (a,b). Dann gilt
f(x) = fla) mws

Tr—a

f@ - I,

r—a

1'() fiir ein € € (a, ).

Fiir £ — a folgt £ — a, also
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4 Differentialrechnung

4.2.8 Aufgabe

Zeige: Sei f stetig in (a,b) und differenzierbar in (a,c) und (¢, b) mit ¢ € (a,b).
Existiert dann lim f'(z) = ¢, so ist f'(c) = ¢.

4.2.9 Verallgemeinerter Mittelwertsatz

Sind f und g stetig in [a, b], differenzierbar in (a,b), so gibt es ein £ € (a,b) mit

beziehungsweise

Beweis: (Der Sonderfall g(z) = x entspricht dem Mittelwertsatz)
Zuerst ein FALSCHER BEWEIS: Es gilt:

Falls g(b) — g(a) # 0, dann kann dividiert werden:

= verallgemeinerter Mittelwertsatz. FALSCH! Denn i. A. ist £ # &s!
RICHTIGER BEWEIS: Sei h(x) = (f(b) — f(a))g(x) — (g(b) — g(a)) f(x).
h ist stetig in [a, b], differenzierbar in (a,b). Es ist

Nach dem Satz von Rolle existiert nun ein £ € (a,b) mit A'(§) = 0. Damit gilt:

0= h'(§) = (f(b) = f(a))g'(§) = (9(b) — g(a)) f'(€)

4.2.10 Regel von de I'Héspital

1. Form: Seien f und g stetig in [a,b) und differenzierbar in (a, b).
Auferdem sei f(a) = g(a) = 0, sowie

lim f'(z)

existiere. Dann gilt:

Sonderform: Seien f und g in (¢, 00) stetig und differenzierbar.
Aufserdem sei lim f(z) = lim g(z) = 0 und

lim f'(z)

z—oo ¢' (1)
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4.2 Die Mittelwertsdtze der Differentialrechnung

Dann gilt
lim @ =L
2= g(x)
2. Form: Seien f und g differenzierbar in (a,b), hrn f(z) = lim g(z) = oo und
im ) _
2—a g'(x)
Dann gilt:
. f(=@)
lim —= =
2—a g(x)
Beweis:
1. Form:
fx) _ f(z)—[fla)
gla) — g(x) - g(a)
Va. MWS 1 ... .
fiir ein & € (a, z).
g'(€) ¢ (a.2)
Sonderform: Sei F(z) = f(1), G(z) = g() in (0,1). Es ist F(z) — 0 und G(z) — 0 fiir z — 0.
F f 1y, =1
G'(z) g (5) T2
2. Form: Sei 0 < e < %:
Es existiert ein ¢ € (a,b) 9’/83 - L‘ <efira<z<ec.
Es existert ein d, a < d < ¢ mit ‘]{((? < € und ((C)) <efira<z<d.
Sei nun a < & < d. Dann ist
_ 9(e)
f@) _f@-—f 1w
g(x) g(z) —g(c) 119
—_— f(@)
va. MWS
f'(€) f'(€)
= — L+ H(z) -1
9'(¢ g’(ﬁ)( @) =1
1 — 9l
H(z) = 2) , wobel z < £ < ¢
1 - f’
(z)
_ 9l
oo 2
! g \1 -
<ot (Lf+e) ——
€ €)1
1 2
<e+(\L|+Z> I
1

= Behauptung.

=const-efira<zx<d=a-+0.
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4 Differentialrechnung

4.2.11 Beispiele

(1) X
l =
lim =82 — jim £ —.
T—00 X x—oo 1
(2)
. sinhxz . coshz . sinhzx
lim = lim — = lim
z—oo coshx  z—oo sinhxz  z—oo coshx
direkt:

et — e T ) 1— 6—2;10

el e e T 1 Le 22
4.3 Anwendungen der Differentialrechnung
A Monotone Funktionen
I = (a,b), [a,b), (a,b], [a,b]. f: I — IR stetig, differenzierbar in (a, b).

4.3.1 Satz

1. f monoton wachsend [fallend] <= f'(z) >0 [f(z) <0]ina <z <b.

2. Ist f/(x) >0 [f'(x) < 0] in (a,b), dann ist f streng wachsend [fallend].

Beweis:

(i) ,=" Seixz, x+h, h>0

W< Seix < yund f/ > 0:
fly) = f@)=(y—2)- f'(§) = 0mit £ € (z,y).
Also ist f wachsend.
(i) = f'(€) > 0: f(y) — f(z) > 0, streng monoton.
4.3.2 Beispiel: f(z) =z -logax
Sei f(z) = xlogx und T = (0,00). Es ist

>0 fﬁr$>%

1
") =logx +x— =logz + 1 )
/@) & x & <0 fir0<wz<i

Es gilt aufserdem: hH[l) f(z)=0.
r—
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4.3 Anwendungen der Differentialrechnung

_ O = N W e Ot
|
]

| | | |
01/e 1 2 3 4

Abbildung 4.1: f(x) =z -logx

B Konvexe Funktionen

I und f wie vorher.

4.3.3 Definition: konvex

f heift konvezx, wenn fiir beliebige z,y € I und 0 < t < 1 gilt:

flty+ A =t)x) <tfly)+ (1 —1t)f(x) (4.1)
Interpretation: Sei z =ty + (1 — t)z. Fir z < y gilt dann:
tly—x)=z—x, t:z—x’ 1-t=9"%
y—x y—x
Umgeformte Definition:
z—x y—z .
< . . =1I(z)1 4.2
F6) < 22 1)+ T @) = 1(2) e (12)

Bedeutung der 2. Definition: f ist konvex im Intervall (a, b), wenn fiir beliebige z,y mita < x <y < b
gilt, dafs der Graph von f unterhalb der Geraden liegt, die die Funktion zwischen den Stellen a und
b verbindet.

4.3.4 Satz

f ist genau dann konvex, wenn fiir z < z < y beliebig gilt:

fz) = flx) _ fly) = f(2)

P < - (4.3)
Beweis: (£2) <— ({3):
z—x Yy—z
F&) < S Sl + T f ()
= fEEHA-0) < S f)+ = f)
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4 Differentialrechnung

zZ—X y—z zZ—X Yy—z
= fO= 1= < 2 ) + L)
= J@)E— )+ @) —2) < F@)E - o)+ f@)y - 2)
= JE)—2) — F@)y—2) < f@)e - o) - fE)E o)
— 10216 S =10

4.3.5 Satz

(a) Ist f differenzierbar in (a,b), so ist f genau dann konvex, wenn f’ monoton wachsend ist.

(b) Ist f zweimal differenzierbar in (a,b), so ist f genau dann konvex, wenn f”(z) > 0 in (a,b) ist.

Beweis: Zuerst fiir (b): Aus (a) folgt (b), denn: Wenn f” existiert gilt

f1e =) =0
Jetzt der Beweis fiir (a):

»=" f sei konvex und differenzierbar: Aus (Z3) folgt:

y—x
y—z

Daraus folgt:
fl(@) < f'(y)

»<" f" sei monoton wachsend. Weise nun (£.3)) nach:
Seien £ und 7 beliebig mit x < £ < z < n < y:

f(zi = i(x) VIS g6 @3
— f(z -
f(y;_ﬁ( ) MWS e s (e

C Die Arcusfunktionen

4.3.6 Arcustangens

Definition des Tangens: tanx = (S:g;"; Es ist tan: (=35, 5) — IR und fiir die Ableitung gilt: % tanx =

1+ (tanx)? > 1 > 0. Also ist der Tangens streng wachsend. Zusitzlich gilt: lim tanz = 400 und
T35
lim = —oc.
T——7

2

Fiir die zweite Ableitung gilt:

2

d
Wtana} =2-tanz- (1+ (tana:)Q){

>0 in (0,
<0 in (—
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2 - —
7T/2 B | | | | |
1 - —
0 0
1k .
E) [
2 ] B3 2 -1 0 1 2 3
-m/2 0 /2
Abbildung 4.2: Tangens und Arcustangens
|
2 - —

|
0 /2 ™

Abbildung 4.3: Cotangens und Arcuscotangens

Der Tangens besitzt eine Umkehrfunktion, den Arcustangens: arctan: IR — (-5, §). Es gilt:

1 1
—arctany = ——= =
dy 1 + (tanx)Q r=arctany 1 + y2
d? " —2y
— arctany = —5—
dy? RNTERTE
4.3.7 Arcuscotangens
. . cos T )
Der Cotangens cot: (0,7) — IR ist definiert durch cotx = ——. Es ist
sinx

—cotz = —1 — (cot x)?
7y ot (cot x)

Die Umkehrfunktion ist der Arcuscotangens: arccot: IR — (0, )
—1
1+9y2

— arccoty =
dy y
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_77/2 | | |
-1.5 -1 -05 0 05 1 1.5

Abbildung 4.4: Arcussinus

4.3.8 Arcussinus

Fiir den Sinus gilt: sin: [-3, §] — [~1,1] und

—sinz =cosx > 0
dx

in (=%, §). Der Sinus ist also streng wachsend in [-F, 5].

Die Umkehrfunktion des Sinus ist der Arcussinus arcsin: [—1,1] — [—Z, Z2]. Es gilt:

1
— arcsiny =
dy coszT r=arcsiny
1 1
- - _in (~1,1)
1- (Sln l‘) r=arcsiny 1- Yy
d2

1
d—y2 arcsiny = —5(1 — yQ)_3/2 (—2y) = y(1 - 3/2)_3/2

4.3.9 Arcuscosinus
Fiir den Cosinus gilt cos: [0, 7] — [1, 1] und

—cosx = —sinx < 0

dx

Die Umkehrfunktion ist der Arcuscosinus arccos: [—1,1] — [0, 7]. Es gilt:

1

TSI | arccosy

— arccosy =
dy y
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T/2 -

0 | | |
-1.5 -1 -05 0 05 1 1.5

Abbildung 4.5: Arcuscosinus

D Differentiation und gleichmiRige Konvergenz

4.3.10 Beispiel

1

Sei fn(z) = |z|**% in [~1,1], n € IN. Es ist

f(z) ist nicht differenziervar in x =0

fl(x) PEW. 1 sign(x)

n
[ (z) konvergiert nicht gleichméRig gegen f'(x).
4.3.11 Satz

Sei f, € CY(I) im Intervall I, f,(x) konvergiere punktweise in I gegen f(z) und f!(z) konvergiere
gleichmiifiig in I gegen g(x). Dann ist f € C*(I) und f’ = g. Oder

/
(1im fu@)) = Tim fi(2)
n—oo n—oo
Beweis: ¢ ist stetig, wegen der gleichméfigen Konvergenz von f] (z). Sei nun z € I und € > 0:

1. Es existiert ein 6 > 0 mit |g(z) — g(§)| < ¢ fiir alle £ € I mit |§ — z| < § (Stetigkeit von g).

2. Es gibt ein ng mit |f] () — g(§)| < e fir alle £ € I und alle n > ng (glm. Konvergenz f], — g).
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4 Differentialrechnung
3. Es gibt ein n; mit |f(z) — fn(z)| < € fiir n > ny. Gilt fir A nun 0 < |h| < §, so folgt:
[f(x) = fal2)] < |h]- e fir n > m

|f(x+h) — fu(lx+h) < |h| e firn>ng

JEX W ZI@) )| = | 2RIl ) 4 () — ()
(At fulrth) | )~ (o)
R

9 9 e
+v+\/+v
2. 3. 3.

MWS |

fa(&n) = fa(@)] + 3¢
= |(f(&n) = 9(&n)) + (9(&n) — 9(2))

9(&
+9(x) — fu(@)] + 3¢
<ttt +3e = 6¢
e
fir 0 < |h| < 0, also ist f'(z) = g(x).

4.3.12 Folgerungen

Folgerung 1: Seien f,, € C'(I), f(x) = Z fn(z) konvergiere punktweise in I und > f/(z) = g(x)

n=0
konvergiere gleichméfig in 1. Dann 1st feCi)und f' = g:
o ! o0
(Sn) -3 a0
n=0 n=0
Folgerung 2: f(z) = ) an(xz — x0)" habe Konvergenzradius r > 0. Dann gilt:
n=0
Fa) =3 man(e 20"
n=1
=30+ Va2 — 0)"
n=0
Folgerung 3: Sei f(z) = > an(x — 29)" in I = (xg — r,x9 + r). Dann ist f € C°°(I) und fir
n=0

m=12,... gilt:

oo
Znn—l (n—m+1ap(z —x0)"™™
n=m
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4.3 Anwendungen der Differentialrechnung

Beweise:
Folgerung 1: Betrachte () = > fx(z) und s,(z) = Y fi(z).
k=0
Folgerung 2: f.(z) = a,(z — x0)", fo € CY(I), I = (zo — 7,20 + 7).
Sei 0 < p<r, J,=[zo— 0,20+ 0]

> (n+ 1)aps1(z — x0)™ hat Konvergenzradius r > 0, denn:
n=0

lim Y/ (n+ 1)|aps1| = nlggo lan+1 = .

n—oo

= Gleichmiéfige Konvergenz von ) (n + 1)ap+1(z — x0)™ in J,,.
n=0

= feCYJ,) und f' =gin J,.

Dal= {J J, = feC'(I)und f'=gin I

0<o<r

Folgerung 3: Mit Induktion nach m. Selber machen.

4.3.13 Beispiele

(1)

(2) Logarithmusreihe: Fir —1 < z < 1 gilt:

X 1\yn-—-1
log(1+z) = Z %m"

3
—

Beweis:

n=1

hat Konvergenzradius 1. Es ist f(0) = 0, log(1 +0) = 0.

>  1yn—1
f/(m):Z( 1) _n_xn—l

n=1 n
DIC
k=0
1 d
= = —log(1
142 dzx og(l +7)

= log(l+ ) = f(x) in (—1,1). Fir z — 1— gilt:

log 2

(—1)n-1 . Abelscher Grenzwertsatz
> ~—— konvergiert

Also:log2=1-3+1-14...

=
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(3) Arcustangensreihe: Fir —1 < z < 1 gilt

00 (_1)n
t — E 2n+1.
arctanx Z on + 1(I,'

Beweis:

f(.%) _ Z 2(;:—)nlm2n+l

n=0

hat Konvergenzradius 1.

@) = 3o

=0

o
n:0
1
= —2 = — arctanx
x

Also ist arctanz = f(z) + ¢ mit einer Konstanten c.
Fiir x = 0 ist arctan(0) = 0 und f(0) = 0. Also ist ¢ = 0.

4.4 Der Satz von Taylor
4.4.1 Beispiele

1. Beispiel: f(z) = Z anx™ in (—r,r).

f e C=((=rm), f(m)(:::) = 3 n(n=1). (0= m+ Dana™ "

o (m)
Fir z = 0 gilt: f(Tn)(()) =m(m—1)...1 am. Also a,, = f m,<0)
(n)
Frage: Sei f € C*°(]) und a,, = / ‘(a) firn=0,1,2,....
mn
Gilt: f(2) = 3 an(z —a)"™?
n=0
NEIN!

2. Beispiel: Sei

0 firz =0
f(@) = {6_1/9“2 fiir z # 0

Behauptung: Es ist f € C®(IR) und f™(0) =0 fiir n =0,1,2,...

(n)
Damit ist f(x) # Z / ( )

Beweis: Zeige

Lye—1/2% g
£ () = {Pn(x)e f?r x#0
0 firz =0

mit P, =Polynom vom Grad 3n.
Beweis durch Induktion:
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4.4 Der Satz von Taylor

n=0: P(z)=1: IIH%)G_l/:CQ—O_f(O).
n—n+1: Fir z # 0 ist nach I. V.

Setze

1 _]. 2 ]. 2 2

X
g2 1, /1 2 1
1 .
=Y
Poi(y) =—y* Pi(y) +2-y° Puly)
N——" N———

Grad=3n—1 Grad=3n+3

1
; (n) — T -
iy £ () iL”aPn<x)e

Sei |y| > 1. Dann gilt

Gilt nun y3"

im ™
> liy

Nach einem fritheren Satz existiert dann auch f(

1Pa(y)] = |co+ cry + -+ + cany®]

< (leol + ler| + -+ + leanl) - ™"
=C - y3n
eV’ — 0 flir y — o0?
€y2 y4n yn
(2n)!

(x) =0.
)(0) =0.

4.4.2 Hilfssatz

Sei I ein Intervall und a € I. Ist f nun (n + 1)-mal differenzierbar in I mit f(a) =

flla) = =

f™(a) =0, dann gilt fiir z € I und z # a:

FE)
(n+ 1)

flz)

(x —a)ntl

¢ liegt dabei zwischen z und a.
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4 Differentialrechnung

Beweis: mit Induktion.

e f(2) ~ f(a)
xr)— Jla) MWS
———="="f(9
T —a
n—n+1: Seig=f'.
g ist (n + 1)-mal differenzierbar und g(a) = --- = g(™(a) = 0.
Induktionsvoraussetzung:

o) gl@) g™t
(x —a)tt  (z—a)tt  (n+1)!
Induktionsschlufs:
flx)  vaws f'(&) _ 9"
(x —a)+? (n+2)(&—a)"™  (n+2)(n+1)!
_ )
- (n+2)!

Dabei liegt &1 zwischen a und x und £ liegt zwischen a und &;.

4.4.3 Definition: Das Taylorpolynom

f sei n-mal differenzierbar im Intervall I und a € I. Dann heifit

") (g
To(ra) =3 L@ g

k!
k=0

n-tes Taylorpolynom von f.

4.4.4 Bemerkung

< f(n)
f(x):zf (a)(x—a)" < T,(x;a) — f(z) fiir n — 0o
Es gilt Ték)(x;a)]m:a = f®)(a) fir k=0,1,2,...,n.

4.4.5 Satz von Taylor

Ist f (n+ 1)-mal differenzierbar in I und ist a € I, dann gilt
f(z) = To(x;0) + Ru(; 0)

mit
FeE)

n+1
(n+1)! '

Ry (;0) = (z —a)

(4.4)

Dabei liegt & zwischen a und z. R, heift Lagrange-Restglied. Ist f € C*°(I), so gilt ([4.4) genau dann,

wenn Ry, (z;a) — 0 fir n — co.
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4.4 Der Satz von Taylor

Beweis: Setze g(z) = f(z) — Tp(z;a). g(z) ist (n + 1)-mal differenzierbar und g(a) = ¢'(a) = --- =
g(")(a) =0.
Hilfssatz = Es ex. ein £ zwischen a und z, so dafs
(n+1) (n+1)
co) — _9 (3] o nel _ () _yntl
R, (xz;a) = g(x) = —(n+ ol (x —a) =) (x—a)",
da f(n+1) — g(n+1) +T7(ln+1)_

——
=0

4.4.6 Beispiele

1. Beispiel: Behauptung:

k=0
Sei a = 0:
f0)=1

fl@)=al+z)*!

(@) = ala—1)(142)*?
fP@)=ala—-1)... (@ —n+1)(1+z)*"
fM0) al@a-1)...(a-n+1) [«

0_sacdjocest_ ()
Damit sind:

(0}

Bn(2;0) = (n +1

Behauptung: Fir —1 <z < 1 gilt

(1+2)*= i <Z> ",

k=0

>(1 + g)a—n—lxn—i-l

Beweis: fir —% < x < 1: Zuerst fiir 0 < x < 1: Sei 0 < ¢ < x und wihle n > a:

«Q n+1 a—n—1 @ n+l n—o0
[Bn(a;0)| ‘(nﬂ) Y (14€) L‘(nﬂ)\x 0
S(l—‘,—[})o‘*"*l:l

o0
weil Y (¢)a" ! fiir —1 < 2 < 1 konvergiert.
n=0

Nun fir —1 < x < 0: Sei z < £ < 0 und wahle n > a:

«Q n+1 a—n—1 o a ’x‘ i ?
n\L; = : -1 (1 < |1 : ’
[ Fen (23 0)] ‘(n%—l)’ =1 ‘\_.( +§),_./’ '(n—l—l)‘ 1+ (1—|x!> 0
<(1+40)e 1=

|z|
1—z]

R, (z;0) — 0 fiir n — oo, falls <1 <= |z| < i Hier:z > —1.
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4 Differentialrechnung

2. Beispiel: Die Arcussinusreihe:
Behauptung:

1-3 1-3-5
arcsinxe = x + 3+ 54 LT

2.3 2.4.5° " 2.4.6-7"

o0
1:3...2n—1) 5.
= fir —1<z<1.
nz_oz.zl. Cn)2n+ )" e v

Beweis: Fiir —3 < 2? < 1, d. h. fiir 2] < 1 gilt:

d 1
e arcsinz = 7\/@
— (1 - :1:2)71/2
x /1
= ( 2) (—z%)™  (vgl. 1. Beispiel)
n
n=0

o 1 x2n+1
f(z) = 2)(=1)" hat Konvergenzradius 1
: 2n+1

> /-1 d
f(z) = Z < 2>(_1)n3¢2n = ﬁ = %arcsinx

Aus arcsin(0) =0, f(0) =0 und f'(x) = % arcsin x folgt: arcsinz = f(x).
Betrachte nun die Stelle 1:

B JREC [ BT EIAY)
_1-3-5...(2n—1)
T T2.4.6...(2n)

i1-3-5...(2n—1) 1,
2:4-6...(2n) 2n+1

n=0
Falls konvergent: Wert nach dem Abelschen Grenzwertsatz

. . ™
= lim arcsinz = 5

Tr—
Konvergiert diese Reihe?

N N

1...2n—-1 1 1...2n—-1 2n+1
Z (2n )_ :hmz (2n )_1’
o 2...2n) 2n+4+1 -1 2...(2n) 2n+1
T
<_
-2

= Konvergenz.

4.5 Extremwertrechnung

4.5.1 Definition: relatives Minimum/Maximum

Sei f: (a,b) = R, xg € (a,b). f hat in zg ein relatives Mazimum [Minimum|, wenn es ein § > 0 gibt
mit f(zg) > f(x) [f(zo) < f(x)] fir alle z € I mit |z — 2| < 9.
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4.5 Extremwertrechnung

4.5.2 Satz

Ist f: (a,b) — IR differenzierbar, so gilt:
(1) Hat f in x¢ € (a,b) ein relatives Extremum, so ist f'(zg) = 0.
(2) Wechselt f"in x¢ das Vorzeichen, so hat f in x( ein relatives Extremum.
(i) Ist f'(z) < 0in (xo — J,z0) und f'(z) > 0 in (x, xo + J) ist es ein Minimum.

(i) Ist f'(x) > 0in (zo — d,20) und f'(z) < 0 in (zg,x0 + ) ist es ein Maximum.

Beweis:
(1) Siehe Satz von Rolle ({23 auf Seite [7]).

(2) hier fir (i):
f ist fallend in (z¢ — 6, x0) und f ist wachsend in (z¢,zo + 0). Das heifst, f hat ein Minimum in
xo.

4.5.3 Satz
1. Ist f € C%(1), I = (a,b), f'(z0) = 0 und f"(xg) > 0 [f"(x0) < 0], so hat f in zq ein relatives
Minimum [Maximum]|.

2. Ist f € C?(I) mit f'(wo) = f"(wo) = -+ = f*"V(x) = 0 und f")(z) > 0 [f*)(z0) < 0],
so liegt in z ein relatives Minimum [Maximum)|.

Beweis: Zu 2. mit dem Satz von Taylor:

f(x) = Ton—1(z;20) + Rop—1(z; z0)

(20)
= fan) + Lt (@ 0
>0 fiir z#xz0

mit £ zwischen x und xg.
z. B. f(z4) > 0:
Da £ stetig ist, existiert ein § > 0 mit f™(€) > 0 in (zg — §, 9 + 0)

FE©)
(2n)!

>0 fir |[z—zo|<d

f(@) = f(zo) =

(x = 20)*™ > 0 fiir 0 < |& — xo| < 4.
—_——

>0

Also ist f(z) > f(xo) = relatives Minimum.
Fiir f?" < 0 und relatives Minimum genauso.

4.5.4 Beispiele

Beispiel 1: f(z) =z + 2 in (0, 00).
<0 fir0<z<l1
Esist f(z) =1—5%<¢=0 firz=1
>0 firxz>1
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4 Differentialrechnung

Also hat f ein Minimum bei 1.

4

Abbildung 4.6: f(x) =z + %

Beispiel 2: f(z) =22 ¢ in IR.
Es ist f/(x) = (22 — 2?)e 2, sowie f"(z) = (2 — 4z + 2%)e™® und f(z) > O fiir x # 0.
Es ist f/(x) = 0 genau fiir z = 0 und 2 = 2. Dabei ist f”(0) = 2 und f”(2) = —2¢72 < 0.
F(2) =0 fiir o = 2+ /2

5 T T T

4 _
3 e ok RO
9 b _
1L _
0 | — 0 T |

|
-1 0 2-v/2 2 242

Abbildung 4.7: f(z) = z%e™®
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5 Das Riemannsche Integral

5.1 Darbouxsche Summen

Sei I = [a,b] mit @ < b und f: [a,b] — IR sei beschrankt (d. h. f(I) ist beschrénkt).

Z ={xo,r1,...,xn} mit a =29 < 1 < 2 < -+ < xy, = b heilt Zerlegung von [a, b].

I, = [xp_1, x| ist ein Teilintervall der Zerlegung und es werden definiert: my = inf f(I;) und My =
sup f ().

5.1.1 Definition: Darbouxsche Ober- und Untersumme

n

s(Z) = Z(l‘k — Tp_1)Mmy

k=1

heift (Darbouxsche) Untersumme und

5.1.2 Hilfssatz

(a) Ist Z C Z' (d. h. Z’ ist eine Verfeinerung von Z), dann gilt
s(Z) < s(Z")und S(Z) > S(Z").

(b) Es gilt: s(Z1) < S(Za) fiir jedes Paar von Zerlegungen Z; und Zs.

Beweis:
(a) Induktion nach der Zahl p der Punkte in Z’\ Z:

p = 1:Sei Z' = ZU{¢}. € teile das Intervall I;,. Es ist dann mj, := inf f([zg_1,&]) = inf f(I}) > my

und m} := inf f([§, zg]) = inf f(I},) > my. Daraus folgt dann

$(Z) = s(Z") =(xp, — wp—1)mp — ((§ — zg—1)my, + (T — Emy)
= (z1, — &) - (mg — mpp) + (§ — xp—1 - (g — my)
N——

>0 <0 >0 <0

0

IN

Zeige genauso S(Z) — S(Z') > 0.
Induktionsschritt als Aufgabe.

Wersion 4.6 vom 18. Dezember 2002
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5 Das Riemannsche Integral

(b) Sei Z1 U Zy = Z gemeinsame Verfeinerung von Z; und Z,. Dann gilt:

(7)) 2 5(2) < 5(2) 2 s()

5.1.3 Definition: Unteres und oberes Integral

b
7[f(a:) dx :=sup{s(Z): Z Zerlegung von [a, b]}

heillt unteres Integral von f und

b
][f(a:) dx :=inf{S(Z): Z Zerlegung von [a, b]}

a

heifst oberes Integral von f. Es gilt

jf(a:) dx S]?f(a:) dx

5.1.4 Definition: Integrierbar, Riemannintegral

Gilt

so heift f (Riemann-)integrierbar. Kurz f € R([a, b]). Der gemeinsame Wert ist das Riemannintegral
von f:
b

/f(m) dx

a

5.1.5 Riemannsches Integrabilitdtskriterium

Sei f: [a,b] — IR beschrénkt. f ist genau dann integrierbar, wenn es zu jedem ¢ > 0 eine Zerlegung
Z gibt mit S(z) — s(Z) < e.

Beweis:

»=" f sei integrierbar, d. h. das obere und das untere Integral sind gleich. Sei nun ¢ > 0. Zu diesem
€ existiert eine Zerlegung Z; mit

b

s(Zl)>7[f(x)da:—e.

a
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5.1 Darbouxsche Summen

Genauso existiert eine Zerlegung Zs mit

b

S(Z2) <][f(:c) dx +¢.

a
Sei nun Z = Z1 U Z5. Dann gilt:

b b
()

S(z) —s(Z2) < S(Z2) —s(Z1) = S(Z2) — /f(a:) dx + /f(a:) dx — s(Z1) < 2e.

w<" Sei € > 0. Dann gilt:

b b
ff(x)dx—Jf(x)dx\gS(Z)—s(Z)3<Ze
’ b ’ b

= f(x)dx—Jf(x)dx<0

b b
:>][f(m)dm:7/f(m)dm = f € R([a,b])

5.1.6 Satz: Monotone Funktionen sind integrierbar

Jede monotone Funktion f: [a,b] — IR ist integrierbar.

Beweis: Sei e > 0 und Z,, eine dquidistante Zerlegung mit x, = a + I’_Ta -k fir k=0,1,...

Seiz B. f 7

§(2n) ~ 3(20) = 32 V0 () — Flae)) = S () — Flano)

k=1 k=1

=(b—a)(f(b) - f(a))% < ¢ fiir grofe n

5.1.7 Beispiele

b

(1) Esist [e®dz = e’ — e Wihle eine dquidistante Zerlegung mit z = a + ZFT“ -k =a+ hk.

a

n

S(Z) _ hzn:ea-&-kh = he® Z(eh)k
k=1

k=1
n—1 nh
e —1
= hedeh Z(eh)k = hete ———
Rl
k=0 €
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5 Das Riemannsche Integral

fiir n — oo, d. h. h — 0 gilt:

b

(2) Firpe Nund 0 <a <bist [aP =

$(Zy) — e’ —e®
S(Z,) — e’ — e

ppt+1 _ gp+1

p+1

Aquidistante Zerlegung: zj, = I’_Ta ‘k+a

S(Z)

k=1

Sy

eb—e“<—s(Zn)§7/§][§S(Zn)—>eb—ea

b;ai<a+

p
b=a ) =
n

Geometrische Zerlegung: ¢ = Y¥/b/a, x = a - ¢* fiir k =0,1,...,n:

n

S(Z)=> (a-¢"—a-¢"")-a"-

k=1
n

— (q _ 1) LgPtL. éZ(qp-H)k

k=1

=(g—1)-a*

:(q—l).ap+1. - q

Q= Qe

p+1

n
gt Z(qp—l-l)k
k=0

q(p+1)n —1
qp+1 -1

=Pt P ((b/a)pﬂ _ 1) a1

= PP — gty q
bp—i—l _ ap+1

) = ...
S() - p+1

5.1.8 Hilfssatz

1. Fiir a < ¢ < b gilt:
b

a

2. Ist f(x) < g(x) in [a,b], dann ist

100

—1

qp+l -1

1 (B gty

p+

b

][ F(z)de = ][ F(z)de + ][ F(z) dz

a

n
(@ )P =aP™ N (q—1)-¢" "¢
k=1

fir n - 0o, d. h. ¢ — 1



5.1 Darbouxsche Summen

3. Ist f in ¢ € [a, b] stetig, dann ist
F(z) ::][f(t) dt, F(a)=0

in z differenzierbar mit F’(x¢) = f(xo).

Entsprechendes gilt fiir das untere Integral.

Beweis:

(a) ,,<" Sei Z Zerlegung von [a, b],
Zy ={c}U(ZnNl]a,c]) und Zy = {c} U (Z N c,b)):

c b
][f(:r) d:v+][f(:n) dx < S(Zy)+ S(Z7)

= S(ZU{e}) < S(2)

= ]‘ () do +]lzf(:c) de < ]2) f(x) de

»>" Sei Z; Zerlegung von [a, c] und Zy Zerlegung von [c, b].
Setze Z = Z1 U Zs. Dann gilt:

b
ff(x) dr < S(Z) = S(Z1) + S(Z2)

a

Fiir festes Z gilt dann

72]"(95) dx — S(Z3) < 72 f(z)dx,

also
ff(a:) dx —]zf(;r) dx < S(Z7)
:>]zf(3:) dx —]Zf(;r) dx <]2f(x) dx
:>]zf(:c) dz <]Zf(:c) d:c—}—]zf(:c) dxr = Beh

(b) klar nach Definition.

(c) Sei f: [a,b] — IR beschrankt und F' definiert wie in der Behauptung.
Zu zeigen ist: f stetig in g € [a,b] = F'(x0) = f(x0).
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5 Das Riemannsche Integral

Bemerkung: Fiir ¢ € IR ist f;cdx =(b—a)-c
Beweis: fiir den Fall g < b. Sei A > 0. Dann ist

zo+h
Pt M= FC0) ) @ 1 payat— fiao)
. xz(il-h
- E_/ (f(t) = f(x0)) dt

Sei nun € > 0. Dann existiert in § > 0 mit |f(¢) — f(zo)| < € fiir ¢ € [a,b] mit |t — x| < J. Also
gilt: —e < f(t) — f(zo) < €. Daraus folgt:

T ja B — F e
(@0 + 1) = Flzo) — f(xo) < E_/ edt=¢

—e == / —edt <
X0 xo

h

das heifst:
<efir0< h<é.

‘F(:Co-f-h]i—F(xo) —f(ﬂ?o)

Genauso fiir —§ < h <0, d. h. F'(z9) = f(xo).

5.1.9 Satz: Stetige Funktionen sind integrierbar

Jede stetige Funktion f: [a,b] — IR ist integrierbar, d. h. C([a,b]) C R(]a,b]).

1. Beweis: Seifira<xz<b
H(x) ::ff(t) dt—7/f(t) dt mit H(a) =0

Nach (c) ist dann in [a, ]
H'(x) = f(x) - f(z) =0,
d. h. H(z) = H(a) = 0 fiir x € [a, b], insbesondere ist H(b) = 0, also gilt:

]? Ft)dt = j F(t) dt.

2. Beweis: Sei f gleichméRig stetig. Dann existiert zu & > 0 ein 6 > 0 mit |f(z) — f(y)| < e fiir
alle z,y € [a,b] mit |x —y| < §. Wahle eine Zerlegung Z = {xg,...,T,} mit xx — x5_1 < J fir
k=1,2,...,n. Dann gilt:

n

S(Z) = s(Z) = (r — 2p—1) (£ (&) — F(m))

k=1
mit m[axf(:c) = f(&) mit & € I}, und H}in f(z) = f(nr) mit ng € I. Daraus folgt:
k k

S(Z)—s(Z) < 5Z(mk —2p—1) = (b—a)e.
k=1

Nach dem Riemannkriterium ist dann f € R([a, b]).
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5.2 Riemannsche Summen

5.1.10 Satz

Ist F € C'([a,b]) und F' = f, so gilt:

Beweis: Sei H(z) = [ f(t)dt mit H(a) = 0. Es ist dann H € C'([a,b]) mit H'(z) = f(z). =
F(z) = H(x) + const. Fiir z = a gilt dann F'(a) = 0 + const.

b

/ F(@)dz = H(b) = F(b) — F(a)

5.2 Riemannsche Summen

5.2.1 Definition: Riemannsche Zwischensumme

Ist Z eine Zerlegung, so setzt man

a(Z,6) = (&) (zh — mp).

k=1

o heift Riemannsche Zwischensumme zum Zwischenpunktsystem (ZWPS) £ = (&1,...,&,), wobei
& € Iy, ist.

5.2.2 Hilfssatz

Es gilt
s(Z2) <o0(Z,§) < 5(2)

und
s(Z) =inf{o(Z,§): £ ZWPS}
S(Z) =sup{o(Z,£): £ ZWPS}

Beweis: Die Ungleichung s(Z) < 0(Z,&) < S(Z) ist klar.
Sei nun € > 0. Dazu gibt es ein & € I, (k=1,...,n) mit f(&) < mi + €.

n

0(Z,8) = ) f(&) (e — x1-1)

k=1

< Z(mk + E)(ﬂ?k — xk—l)
k=1

=s(Z)—eb—a)

Die Rechnung ist fiir S(Z) analog.
Aufgabe: Falls f stetig ist, ist s(Z) = min{o(Z,€): £ ZWPS}.
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5 Das Riemannsche Integral

5.2.3 Satz

b
[/ ist genau dann Riemann-integrierbar und [ f(z)dz = J, wenn es zu jedem ¢ > 0 eine Zerlegung Z

gibt mit |0(Z,£) — J| < e fur alle ZWPSe &.

Beweis:
b
w=" Sei f € R([a,b]) und J = [ f(z)dz. Zu € > 0 existiert eine Zerlegung Z mit S(Z) — s(Z) < e.
Sei nun £ ein beliebiges Z\L;VPS. Dann gilt:

o(Ze)—J<8(Z)—J
)

(Z2)—s(Z)<e
J—o0(Z,e)<J—s(Z -5

<SS
<S(Z)-s(Z)<e

Daraus folgt: |0(Z,&) — J| < e.

<" Zu e > 0 existiere nach Voraussetzung ein Z mit —¢ < 0(Z,§) — J < ¢ fiir alle ZWPSe &. Mit
dem Hilfssatz folgt dann:

S(Z)—J<e
—e<s(Z)—-J
=S2)-s(Z)<e+J—(J—¢)=2¢
= f € R([a,b]).

b
Mit dem 1. Teil folgt dann [ f(z)dz = J.

5.2.4 Satz

Seien (Z,,) Zerlegungen von [a,b] mit |Z,| — 0 fir m — oo (Dabei ist |Z] := max|I;| das
Feinheitsmaf—die Léange des langsten Teilintervalls—von Z). Dann gilt:

(a)

i o(Z, €)= [ @) do

fiir beliebige ZWPSe ™) fiir Z,,, falls f € R([a, b]).

Beweis: In[(.2.6l
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5.2 Riemannsche Summen

5.2.5 Hilfssatz

Sei f: [a,b] — IR beschrankt mit |f(x)| < M fir a <z < b. Z und Zj seien Zerlegungen von [a, b,
Zy habe p 4+ 2 Teilpunkte. Dann gilt:

S(Z U Z())
S(Z U Z())

(Z) + 2pM|Z U Zy|

<s
< s(Z)—2pM|Z U Zy|.

Beweis: Fiir die Untersumme. Per Induktion nach p:

p=1: Sei Zy = {,T,b} mit T € [x_1,zx] = Ij. Teile I}, auf in I} = [xy_1, 7] und I} = [T, xy]. Setze
mj, = inf f(I;) und mj = inf f(I})).
Es gilt my, = mj, oder my, = mj, und es gilt —M < my, m), mj, < M. Damit ist

s(Z U Zy) —s(Z) = (T — xp_1)my, + (2, — T)mj, — () — Tp_1) M,
< max{T — x_1,2x — T} - 2M
<|ZUZ|-2M

p+— p+ 1: Selber machen.

5.2.6 Beweis fiir

(a) Sei e > 0. Dazu existiert ein Zy mit

so dak J — s(Zy) < € ist. Zp habe p + 2 Teilpunkte. Dann gilt:
S(Zn U Zo) < S(Zn) + 2pM‘Zn U Z0’

Daraus folgt:

J > 5(Zn)
> s(Zp, U Zy) — 2pM | Z,, U Z|
> s(Zo) — 2pM | Z|
>.J —e—2pM|Z,|

damit ist 0 < J — s(Z,) < € + 2pM|Z,| < 2¢ fir n > ng, d. h. |J — s(Z,)| < 2¢ fiir n > ny.
(b) S(Z,) genauso.

(c) Sei J = ff(a:) dx. Dann ist:

$(Zm) < 0(Zm,€"™) < S(Zim)
$(Zm) = J < 0(Zm, €™ = J < S(Zn) — J
—— N——_———

—0 (m—00) —0 (m—o0)

= (0(Zm, €™) — J) = 0 fiir m — oo
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5 Das Riemannsche Integral

5.2.7 Regeln fiir Riemann-integrierbare Funktionen

b b
(a) f,9€ R(I) = (f +9) € R(I) mltff+g z)dr = [ f(z)dz+ [ g(x)dx

(b) fe€R(I),ceR = (cf) e R( mltfcf cfbf(x)dx.

a

() f.g € R(I) = (fg) € R(I).
(d) ge R(I), |g(z)| >c>0fira<ax<b= 1/g € R(I).

b b
(e) f,ge R(I), f(z) <g(z)fira<z<b= [ f(z)dx < [g(z)dx

(f) feR(I)=|fl € R(I) und fb fb x)|dx.
(g) fe 1{?([@70]) und f € R([c, b])b=> f € R([a, b])
mit [ f(z)de = [ f(z)dx + [ f(z)dx

Beweis:

(a),(b),(e): Sei (Z,) eine Zerlegungsfolge mit |Z,| — 0 und ZWPSen £, Definiere nun o, :=
0(Zy, €M), Aus den Regeln fiir konvergente Folgen folgen dann die Behauptungen (a), (b) und
(e).

(c),(d),(f): Vorbemerkung: Gilt

f(x) = FW) <O lpj()
j=1

und ¢; € R([), dann ist f € R(I).
Beweis: Sei Z Zerlegung mit den Intervallen I. Es ist

My, — my, = sup f(Iy) — inf f(Iy)
=sup{(f(z) = f(y)): =,y € I}

< C-sup {Z%‘(f’?) —pi(y):z,y € Ik}

k=1

<O supgp;(I) — inf (1)
j=1

= S(Z;f) = s(Z; /) < C_ S(Z;p5) — 5(Z; )
]:
¢ flir geeignetes Z

= f e R(I).
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5.2 Riemannsche Summen
(c) Esist

|f(z)-g(x) = f(y)- 9| = |(f(z) = f(v)) - g9(x) + (f(x) —g9(y)) - f(y)]
<I[f(z) = fy)l - M +[g(x) —g(y)| - M

Setze nun @1 = f und @9 = g. M ist Schranke fiir g und f. Aus der Vorbemerkung folgt
dann: fg € R(I).

(d)
‘ 11 ‘ _ 'g(y)—g(w)
g(z)  9(y) 9(y)g(x)
< +lo(e) — 9(0)
= 1/g € R(I).

() Es ist [|f(2)] - [f@)]| < |(z) = f(@)] = || € R(I). Dabei ist

o(Z,¢, 1)l

T — Th—1)

< Z (&) - (ke — Tp—1)
k=1
=0o(Z,61f)

oder mit (e): —|f] < f <|fl.
(g): schon bewiesen in auf Seite 00

5.2.8 Satz

Ist f, € R(I) fir n =1,2,3,... mit f,, — f gleichméfig auf [a,b], dann ist f € R(I) und

b

/(nlggofn dx_/f )do = lim fn( ) da

a

Beweis: Sei ¢ > 0. Dazu existiert ein ng mit |f,(x) — f(x)] < € fir n > ng und = € I. Fiir eine
Zerlegung Z mit ZWPS ¢ gilt:

|O’(Z,f,f) - U(Z,f,fn” < 5(b_ a)

Fiir die Zerlegungsfolge (Z,) mit |Z,,| — 0 und ZWPSen £™) gilt:

b
lim o(Zpm, €™, f) = lim [ fo(z)dz

a

= feR( undff—hmffn
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5 Das Riemannsche Integral
5.3 Hauptsatz der Diff.- und Integralrechnung

5.3.1 Mittelwertsatz der Integralrechnung

Ist f: [a,b] — [m, M] Riemann-integrierbar, dann gilt:

b
Beweis: Ausm < f(z) < M folgt m- (b—a) < [ f(z)de < M - (b—a).
Ist f stetig, so ist ‘

b
min () < ;= [ fo)do < max 7o),

z€[a,b] b—a

d. h. es existiert ein £ € (a,b) mit

b
16) =5 [ f@)da.

5.3.2 Definition: Stammfunktion, unbestimmtes Integral

F: I — R heikt Stammfunktion von f: I — IR, wenn F' = f in [ ist. Statt Stammfunktion nennt
man F unbestimmtes Integral von f, kurz [ f.

5.3.3 Hauptsatz der Diff.- und Integralrechnung

(a) Hat f € R(I) (I = [a,b]) eine Stammfunktion F', so gilt:

b
/ f(z)de = F(b) — F(a) =: F(z)

a

(b) f € C([a,b]) hat eine Stammfunktion:

F(:U):/f(t)dtﬁiragxgb.
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Beweis:

5.3 Hauptsatz der Diff.- und Integralrechnung

(a) Sei Z,, mit x,(cn) —a+%2.k k=0,1,...,n, eine Folge von dquidistanten Zerlegungen. Dann ist

mit ZL'gi)l < 5,(;0 < x,(cn):

F(b) = Fla) =Y (Flai") = (i)
WS

Y e @ - o
k=1

= G(Znyg(n))

b

. / f(x) dz.

a

Eigentlich ist es ,=* statt ,—* da F(b) — F'(a) konstant ist.

(b) schon bewiesen.

5.3.4 Beispiel

o n

> % ist divergent. Wie geht s, = > % gegen oo?
k=1 k=1

n

1
sn<1+/—d:1::1+logn
x

1
n

1
Sn>/—d:1::logn
T

1

= 0<s, —logn <1
—_———

Dabei ist lim ¢, = v die Euler-Mascheronische Konstante. ¢y ist streng fallend, da
n—oo

Cpt1 — Cp =

<

n+1

also ist ¢, konvergent, da ¢, auch beschrankt ist.

=:cp

s log(n+ 1) +logn

s [log(n 4+ 1) — log n]

n+1
dx

)
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5 Das Riemannsche Integral

5.3.5 Partielle Integration

(a) Sind f,g: I — IR differenzierbar und hat f’g eine Stammfunktion, so hat auch f’g eine Stamm-

funktion und es gilt
/fg’zfg—/f’g-

(b) Sind f,g € C([a, b)), so gilt

Beweis: (fiir (a), denn aus (a) folgt (b)):

(f9)' = flg+ fd
= fg' = (fg)

~f'g
j/fg’:fg—/f’g

5.3.6 Substitutionsregel

Sei f: I — IR, und ¢: J — [ sei differenzierbar.

(a) Hat f eine Stammfunktion F, so hat (f o ¢)¢ eine Stammfunktion: F o ¢
[t it = [ ra)da (51)

(b) Hat (f o )¢’ eine Stammfunktion, so auch f und es gilt (&.1]), falls ¢'(t) # 0 in J.
(c) Ist f stetig in I = [a,b], ¢ stetig differenzierbar in J = [«, 5] mit ¢([a, F]) C [a, 8], dann gilt

©(B) g

Beweis:

(a) Mit der Kettenregel: Sei G(t) = F(¢(t)). Dann ist

F'((t) - #'(2)
Fle®) - ¢'(t)

= F(¢(t)) ist Stammfunktion von f(¢(t)) - ¢'(t).

G'(t)

(b) ¢ ist injektiv. Die Umkehrfunktion sei 1.

1 ist differenzierbar mit ¢’'(s) =

A

() li=(s)
Setze g(t) = f(e(t))-¢'(t) und f(z) = ;(w(x))w’(a:) Wende dann Teil (a) auf g mit Stammfunk-
tion G an. Dann hat f = (g o %) - ¢’ eine Stammfunktion F' = (G o v)).
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5.3 Hauptsatz der Diff.- und Integralrechnung

(¢) f hat Stammfunktion F, da f stetig ist. G(x) = F(p(x)) ist stetig differenzierbar mit G'(x) =
F'p(x)) - ¢'(x) = fp(x)) - ¢'(2). Es ist also

5.3.7 Beispiel

Substitution:

/(sin z)3 - e dg = gt: cos;:r B SD(:E)
¢ = —sinz

%:

dt = ¢'(z)de = —sinz dx

:—/et~(1—t2)dt:—et+/t2etdt
= el 42t — /Qtet dt

= —¢e! + et — 2tel + Q/et dt

=—e + (2 -2t +2)e

=e(t? =2t +1) =€l (t —1)*

COSCC(

=e cosz — 1)2

5.3.8 Satz von Taylor mit Integralrestglied

f sei (n + 1)-mal differenzierbar in I, a € I. Dann ist

") (g |
1) = - L - 0y

j=0
f(x) =T,(x;a) + Rp(z;a)

dabei gilt:
1. Ry(z;a) = %(m — a)""! mit ¢ zwischen a und z (Lagrange-Restglied, schon bewiesen
in auf Seite [02)).

2. Ist (1) integrierbar, so ist
— t n
Ratwia) = [0y an

n!

genannt Integralrestglied.
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5 Das Riemannsche Integral

Beweis: mit Induktion nach n.
n=0: Esist f(z) = f(a)+ [ f'(t)dt (Hauptsatz).

(n—1)+— n: Esist

=Th—1(z;a) +
=T, (z;a) + Rn(x; )

5.3.9 Satz von Bernstein

Ist f € C®°((=r,7)) und ist f()(z) > 0 fiir —r < z < r fiir (fast) alle n, dann gilt in (=7, 7):

> r(k)
fay =3 L
k=0 )

Bemerkung: Der Satz gilt auch, falls (—1)" £ (z) > 0 in —r < 2 < r fiir fast alle n.

Beweis: Fiir den Fall f(")(z) > 0 fiir alle n und z.
Sei zunichst 0 < x <r.
Dann ist Ry, (x;0; f) >0, d. h. T,,(z;0) < f(x), denn

(n+1)
f (O) X xn—f—l

(n+1)! =~
~— 20

Thy1(2;0) = Ty (x;0) + > Ty(x;0)
>0

Damit ist auchin 0 <z < r

n

> f(n)
n=0 :

Es gilt:
Rn(x;0; f) < Ry—1(2;0; f) < -+ < Ro(x;0; f)

Wahle nun zu zg, 0 < xg < 7 ein g > 1 so, dak q - xg < r ist.
Setze F(z) := f(q-z) in [0,7/q). Dann ist F"(z) = ¢"f(™(qz), F™(z) > 0, und es gilt

R, (z;0; F) < Ro(x;0; F).
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Daraus folgt dann

Ry (z;0; f) =

Einschub: Aus ¢ > 1 folgt é < t.

Es ist F("t1)(s) > 0 und F™ ist wachsend, also ist F("

Da R, (z;0; f) > 0 ist,

gilt R, (x;0; f) — 0 fiir n — oo.

Alsogilt fir0 <z <7r

Sei nun —r < x < 0.

Sei t <O0.

Dann ist £ (¢) < f(V(—t),
da f™ monoton wachsend ist.

| R ()]

IN

IN

IN

Z
/

1
qr

5.3 Hauptsatz der Diff.- und Integralrechnung

(x—t)"
n!

f(nJrl) (t) dt

—_ )" F(n+1) t

n! qn

J(t/q) < F™(t).

T

5 [ e

0

1
q_an(x» 0» F)

1

— Ro(;0; F') — 0 fiir n — oo.
q

FrtD(s) ds

M)
/ f(n—i-l ( )dt
0
Subst.:
s=—t
ds = —dt
/ X + 8 (n+1)(—8) ds
0
] x + s
0

R, (—z;0; f) — 0 fiir n — oo

= R, (z; f) — 0 fiir n — oo auch fir —r <z <0.
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5 Das Riemannsche Integral

5.3.10 Beispiel
flz)=(1—2)* fir a € R\ INy. Es ist
J'(2) = —a(1 - )*!
fM(z)=(-1)"ala—1)... (a =n+1)(1 —z)*™
@) = (~1)afa— 1) (0 -t (o= n)(1 - 2)* "
=(=D"a-1)...(a=n+ 1 -2)*" (-1)(a —n)(1-z)"
(

=f"@)-(n-a)-(1—a)"!
>0 >0

fiir n > o und —1 < < 1. Also haben fiir n > a und —1 < x < 1 alle Ableitungen immer das selbe
Vorzeichen. Mit dem Satz von Bernstein gilt nun in -1 < x < 1

(1—2)*= Z (_nl!)na(a —1)...(a=n+1)z"
n=0
it

Weitere Beispiele: log(1 + z) oder arcsinz: Fir —1 < z < 1 gilt:

(aresin) = (1 - 22 /2 = 3 (‘1/2> (—1)a2n

n
n=0

Also ist

o0
~1/2 2n+1
arcsin:c:Z( / )(—1)"; 1
n n

n=0
5.4 Integration von rationalen Funktionen

5.4.1 Problem
P(x)

Sei R(x) = 0@) mit teilerfremden Polynomen P und @), d. h. es gibt kein nicht konstantes Polynom
x
H mit P(z) = Py(x)H(z) und Q(x) = Q1(z)H (x). Was ist dann

/ R(x) da?

5.4.2 Prinzip

1. Schritt: Polynomdivision mit Rest:

= T hi(z) mit Gra ra
R(z) = Py(z) + 0(2) t Grad(P1) < Grad(Q).

2. Schritt: Zerlege Q in elementare Faktoren der Form (x — &)" und/oder (22 + 2bx + a)® mit a > b?
(Die Existenz der Zerlegung wird in B.3.14] auf der Seite gezeigt).
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5.4 Integration von rationalen Funktionen

P

3. Schritt: Schreibe Ql((;)) als endliche Summe von Funktionen
a1 + T (679

x—¢ (z —&)"

bzw.
B+ mz - Bs + s
22+ 2bx +a (22 4 2bx + a)®

(Partialbruchzerlegung, Beweis in auf Seite [[41)

4. Schritt: Bestimme Stammfunktionen fiir

Q; Bj + v
- und -,
(x — &) . (22 4 2bz + a)
5.4.3 Beispiele
1. Beispiel:
x+2
R(x) = 2
1. Schritt: entfallt
2. Schritt: Esist 2t — 2% = 22(2? — 1) = 2%(x — 1)(z + 1).
3. Schritt: 4 B o D
R(z)=—+—
(z) :L‘2+£L' r—1 xz+1
Was sind die Werte fiir A, B, C' und D?. Es ist
T +2
A = lim z? = li =2
:L’l—r>n v R(.%') :L’ILI(I) x2 —1
. x4+ 2 3
0= (o~ () = Iy 0 = 5
. . xz+2 1
b= mlinill(x +1)R(z) = Jm, 22 —1) 2
B ist so nicht berechenbar. Bis hierhin ist folgendes bekannt:
-2 B 3/2 -1/2
R — — = .
(z) 2z + r—1 z+1
Setze einen speziellen Wert ein, z. B. © = 2:
4 _—2+B 3/2+—1/2
16 — 4 4 2 1 3
1 1 3 1
(3 + 2 2 * 6>
4. Schritt:
dx de 3 dx 1 dx
Rlz)de=-2 | — - | —+ = - =
/(:13):17 /w2 x+2/m—1 Z/x—i—l
2

3 1
2 Sloglz — 1] — =1 1
=~ loga| + 5 loglo — 1 - 5logla + 1
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5 Das Riemannsche Integral

2. Beispiel:
T+ 3

0 —xt 4223 — 222+ 2 —1

R(x) =
1. Schritt: entféllt
2. Schritt: Esist Q(z) = 2% —2* + 223 — 222 + 2 — 1 = (v — 1)(2® + 1)%

3. Schritt:
R(z) = A +Bm+C’+Dx+E
S x—1 2241 (224 1)2
. . z+3
A= lm(z - 1)R() = lim 757y = 1

Was sind B, C'; D und E?

Der Hauptnenner von R ist (z — 1)(2? 4+ 1)2.

Der Zihler ist A(z? + 1) + (Bz + C)(z? + 1)(x — 1) + (Dx + E)(z — 1). Fiir den Zihler
gilt also

z+3=1*(A+B)+23(~B+C)+2*2A-C+ B+ D)
+2(-B+C—-D+E)+(A-C-E)

Es bildet sich ein lineares Gleichungssystem mit

xt A +B =0
3 -B +C =0
2. 24 +B —-C 4D =0
xl: -B +C -D +E =1
aY A -C -F =3

Das Ergebnisist A=1, B=-1,C=-1,D=-2, E=—1. Also ist

1 z+1 2z +1
x—1 2241 (2241)2

dx 1 2x dz
/R(x)dx_/x—l_§/x2+1d$_/x2+1
_/2_wdm_/d4ﬂf
@) Wy

1
:log|x—1|—§log(1+x2)—arctanx—--'—'--

R(x) =

4. Schritt:

Die letzten beiden Terme sind leider noch nicht berechenbar.

5.4.4 Allgemeines zum 4. Schritt

Typ I:
dx
——firp=1,2,...
[e=e

[ = togle =€l @2 9)

Fir p=1ist
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5.4 Integration von rationalen Funktionen

und fiir p > 2 ist

/ (x i)p E —1s>pl ' (1 1p>

Typ II:

/ A+ Bx d _/ A+ Bx d
@2+ 2z +ar ) (@+rb)2Zta—b2p "

setze a —b> = D?, D >0
Substitution:
= r+b=Dt
r=Dt—b
dx = Ddt
[ A+ B(Dt—b)
_/«DW+DW7

A+ BDt — Bb
— [P 0
/ DECESY

dt 2t
:“/@M4V+ﬁ/uh4vﬁ

Nun miissen die beiden Integrale berechnet werden. Zuerst

Dadt

2t
/————ﬁ
@+ 1
Fir p=1ist
2t
——_ dt =log(1 + t*
/1+t2 og(1+t7)

und fiir p > 1 ist

/ 2 i — 1 1
(1+t2)p " 1—p (1++t2)p-1"

Nun die Berechnung von

/ dt _
(1+¢2)p
Fir p=1ist
/ di arctant = J
—— —arctant = J;
1+1t2

und fiir p > 2 ist
dt 1
=[] —= 1 -——— dt
& /u+ﬂw /\/<me
ul

__t /t(—p)(l +2) P2 at

- -
(t2+1)—1
~ et e

t
= m + 2pJp - 2pJp+1

dt
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5 Das Riemannsche Integral

t

= 2pJpr1 = (2p—1)Jp + RENE

Es ergibt sich damit die Rekursionsformel

1 1 ¢
Jog=(1—-=—)Jg4+—. —"
Pt ( %)p+h7ﬂ+ﬂV

dt
h‘/u+w2
1 1t
=(1-= L
< 2>h+21+ﬁ

1 t
= — tant + - - —.
2arcan +2 11

z. B. ist

5.4.5 Auf rationale Funktionen zuriickfiihrbare Integrale

(a)
/R(eam) dx, R rational und a # 0

Subst.:
/R(ea‘r) der = t=e

j—t = ae® = at
i

:%/R@%ﬁ:/RNMt

Beispiel:

6350
:2/--&
e2r 41

t=¢e"

dt __
T—dﬂf

1
=2 —— - =dt
/?2+1 t

t2+1-1
=2 | ——————dt
/ t2+1

1
=2 [1————dt
/ 2 +1

= 2t — 2arctant

= 2¢” — 2arctan(e”)

/R(:p, { aw—i—b) dr mit n > 2 und ad — bc # 0
cr+d
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5.4 Integration von rationalen Funktionen

Substitution:

ar+b __ tn
cx+d

R JJax+b\ |ar+b=(cx+d)t"
" Newrdl " lata—ct™) =dt"—b

_ —btdt™

L= "a—cn

dr _ —ad+bc ,,yn—1
dt — (a—ct™)? nt

:/R dt _b,t ~ be—ad dt
a— cth (a — ct™)?

_ /Rl(t) dt

Beispiel:
_ 42
=t
r=1t(z+1)
/ T g = |x(1—t2) = ¢?
x+1 2
=13
do _ _ 2t
dt = [1-12)2
2t
= [t dt
[
2
=2 dt
=
()
/R(cos x,sinz) dx
Substitution:
t = tan(z/2)
R(cosz,sinz) dx =
/ ( : &= (1413
sinz = 22 cosz = it
1+¢2 14¢2
11—t 2t 2
= [ R . dt
/ <1 + 2’ 1+t2> 1+ ¢2
= /R1 (t)dt
Beispiel:
/ dx _|Substitution:
2+cosz |t =tan(z/2)
2
e dt
= / g dt=2 / Epw)
2+ 1+12 *
Substitution:
=| t=v3-u
dt
7 = V3
1
=2 3d
/ 3 + 3u? V3du
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5 Das Riemannsche Integral

23

] f/w 28 s [
=3 arctanu = 3 arctan <\/§)
:%ﬁarc‘can (%)

/R Vaz? + 2bz + ¢) dz mit a # 0

Zuerst quadratisches Ergidnzen des Termes unter der Wurzel

2b
am2+26x+c:a<x2+—x+2>
a a

A = 0 wurde schon behandelt, denn in diesem Fall handelt es sich um eine rationale Funktion
von .

(i) a>0,A=D%*>0:

Substitution:
/R(az,x/an—i—be—i—C) dr = x—l—gth
dr = Ddt

:/R<Dt—g, a(t2+1)D2> -Ddt
:/R(t,m) dt

(ii) @ > 0, A = —D? < 0: Dann ist

2
a:c2+2bx+c:a<<x—l—é> —D2>
a

Substituiere dann x + Q = DT, dx = D dt:

/R(:c ax2+2bx—|-c dx—/ <Dt—— aD?(t? )) -Ddt
-l
(iii) a <0, A=—-D? < 0:
Substituiere hier :U—I—Q = Dt, dx = D dt:
/R ax2+2bm+c)d :/R(Dt—% a(D2t2—D2)>-Ddt
:/R@t_g,@m).zadt
:/R(t, \/ﬁ) dt
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5.4 Integration von rationalen Funktionen

Beispiele zu den 3 Fallen:
(i)
/\/;132 + 2z + 3dx =7

Esist 22 + 22 + 3 = (z + 1)? + 2, es liegt Typ (i) vor.
Substituiere z + 1 = tv/2, dz = /2 dt:

/---:/\/Wx/idt:2/\/mclt

(ii)
/\/x2 + 2z — 3dx =7

Esist 22 4+ 2z — 3 = (z + 1)% — 4, es liegt Typ (ii) vor.
Substituiere x + 1 = 2t, dx = 2 dt:

/...:/\/m.zdtzzl/\/ﬁdt

" / V=12 + 2z dx =7

Es ist —2% + 22 = — (22 + 22) = —((x — 1)? — 1), es liegt Typ (iii) vor.
Substituiere z — 1 = ¢, dz = dt:

/...:/mdt:/Mdt

Restliche Integrale in den 3 Fallen:
(1) V2 + 1. Substitution: ¢ = sinhu, dt = coshudu, t* + 1 = sinh? u 4+ 1 = cosh®u

/ = /]:B(sinh u, coshu) - coshudu = /R(sinhu, coshu) du = /R(e") du

Am Beispiel:

2/\/1+t2dt :2/coshu-coshudu

u —u\ 2
:2/(%) du

:1 / (62“ + 24+ 6_2“) du

2

:% <%f32” +2u — %e2u>

:i exp <2 arsinh m;§1> + arsinh 37\—/!-51
— % exp (—2 arsinh xj;)
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5 Das Riemannsche Integral

(i) Vt2 —1.
Substitution: ¢ = coshu, dt = sinhudu, t* — 1 = cosh?u — 1 = sinh?u

/ = /R(sinhu,coshu) -sinh u du

= /R(sinhu,coshu) du

_ / R(e") du

4/\/t2—1dt:4/sinhu-sinhudu

:/(e“—e_“)Qdu:'--

(iii) VI —¢2.
2

Substitution: ¢ = sinu (oder ¢ = cosu), dt = cosudu, 1 — t*> = cos? u.

/ / sin u, cos u - cos u du

= /R(smu cosu) =

Am Beispiel:

Am Beispiel:

/\/1—t2dt:/cos2udu:~-

5.5 Uneigentliche Integrale

5.5.1 Definition

Sei I ein Intervall mit den Endpunkten a und b, f: I — IR. Die Funktion f heif’t lokal integrierbar,
wenn sie tiber jedes Intervall [, 5] C I integrierbar ist. f heifst uneigentlich integrierbar iber I, wenn

lim f dx+11m/f )dx =: /f

a—a

b
fiir beliebiges ¢ € I existiert. [ f(x)dz ist dann das uneigentliche Integral von f iiber I. Man sagt
a

auch [ f(x)dz konvergiert (sonst: divergiert).
a

5.5.2 Bemerkungen

(1) Ist I = [a,b] und f auf I lokal integrierbar, dann ist f integrierbar iiber [a,b], insbesondere ist
|f(z)] < M in [a,b].
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5.5 Uneigentliche Integrale

Fir a < a < ¢ gilt:

/cf(x)dm—/cf(x)dx - /af(x)dm

<(a—a)M

—0fira—a

d. h. das uneigentliche Integral ist gleich dem Riemann-Integral.

(2) Die Satze beziehen sich meist auf [a,b). Genauso gelten sie fiir (a,b] und (a,b).

(3) Ist f uneigentlich integrierbar iiber (ag,a1), (a1, az2),...,(an—1,a,), so heift f uneigentlich inte-
grierbar tber (ap, a,) mit
an n a;
/f(x) dx = Z / f(x)dx.
ao jzlaj_l
5.5.3 Beispiele
(1) [a,) = [0,00), f(x) = e
) B
/e_x dr = lim [ e *dx
B—o0
0 0
B
= lim —e™®
B—o0 0
= lim (1-e#)=1
p—o0
(2)
1 1
/ dx . dx
\/E a—0 \/E
0 «
1
= lim 2v/z
a—0 o
— lim 2 — 2y/a = 2
a—0

1

/dm
— =logx
x

«

1
= —loga — oo flir a — 0
(6%

divergiert.
(4)

o0

/dm o
— divergiert.
x

1
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5 Das Riemannsche Integral
(5) Fir welche c ist
1
[
0

konvergent? Sei zuerst ¢ > 1. Dann ist £7¢ > z~Vin (0,1] = Divergenz fiir ¢ > 1. Sei nun ¢ < 1:

1

firaa— 0

(6) Aufgabe: Fiir welche c ist folgendes Integral konvergent:

o0

/mc dz

1

5.5.4 Cauchykriterium

b
| f(z) dx konvergiert genau dann in I = [a,b), wenn es zu jedem ¢ > 0 ein [y gibt mit
a

fiir By < B < B <b.

Beweis: Setze F(z) = [ f(t)dt fir a <z < b:

a

b
/ f(z) dz existiert <= lim F'(z) existiert

r—b
a

Dann Cauchykriterium fiir Grenzwerte.

5.5.5 Dirichletkriterium

f sei stetig differenzierbar in [a,00) mit f* < 0 und f(z) — 0. g sei stetig in [a,00) und G(z) =
x

J g(t)dt < M. Dann konvergiert

a

7,)‘(96) -g(x) dz.
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5.5 Uneigentliche Integrale

Beweis:
B8 8 B8
/ f(@)g() dx = f(2)C(z)| — / f()G(x) dx
3 s

,
— £(8)G(8) - F(B)G(B) - / f()G(x) dz
B

Sei nun € > 0. Dazu existiert ein Gy mit 0 < f(z) < ¢ fur x > [y. Es ist auch |G(x)| < M fiir alle
T > a.
Sei nun Gy < B < 3

ol 4
/f(ac)g(x) dz <2 - M+ /(—f’(x)) - M da
B B
=2Me + M(f(8) - f(3))
< 4Me

Mit dem Cauchykriterium folgt dann die Konvergenz des Integrals.

5.5.6 Beispiele

oo

(1) Das Integral [ S2Z dz konvergiert.
0
. 1 .
Es ist 22 — 1 fiir # — 0, also existiert [ *22Z dgz.
0

o0
Zeige nun, daf das Integral [ %sinm dx existiert:
1

Setze f(x) = 1 und g(x) = sinx. Es ist dann

T

x
|G(x)| = /Sintdt = |cos1 — cosz| <2
1

und f(z) — 0 fiir x — oo mit f’ <0.
Also existiert das Integral nach Dirichlet.

0o .
(2) Das Integral [ %Lx‘daz divergiert.

0
Sei n € IN. Dann ist

(n+1)m (n+1)m
i 1
/ | sinz] de > ———— / | sin x| dx
x m(n+1)
1 ™
= —— /sinxdm
m(n+1)
0
_ 2
m(n+1)
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5 Das Riemannsche Integral

Also ist

(N+1)m

N
|sinz| 2 1
< —
/ T _W;n—l-l

™

— oo fir N — o0

Also divergiert das Integral.

5.5.7 Definition: Absolute Konvergenz

b b
Ist f lokal integrierbar in I und konvergiert [ |f(x)|dz, dann heilt f absolut integrierbar und [ f(z) dx

heifft dann absolut konvergent.

Bemerkung: Aus der absoluten Konvergenz folgt die Konvergenz des Integrals: Fiir ¢ > 0 und
Bo< B < <bist

B B’
/f(x)dx S/!f(x)\dm<e.
B B

5.5.8 Majorantenkriterium

b
Ist f lokal integrierbar iiber I, gilt |f(z)| < g(z) in I und ist [ g(x)dx konvergent, so ist auch
a

b
J 1f(z)] dz konvergent.

a

Beweis: ,bei b Fiir By < B < 3 < bist

7f(a:)dw g/ﬁﬁ’g(x)dx<g.
B

5.5.9 Niitzliche Majoranten

[1,00): 7@ fiir a > 1

2,00): 1](logz)~® fiir @ > 1
.11 1 .

[3,00) Elong fira>1

(0,1]: z7* fira < 1
(0,3]: L|logz|= fir a < 1
(

17.
5
O,%]:

11
z |log x|

|log(log )|~ fir a < 1
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Beweis: fiir 1(logz)~“. Es ist

b . log b
/ d Substt / gt
1 ) = r =e€ == t_
5 z(logz dr = e dt log 2
fir b — oo ist dann - -
/ dx B ﬂ
z(log )« te
2 log 2

Dieses Integral existiert, da a > 1 ist (es existiert nicht fiir o < 1).

5.5.10 Satz iiber die majorisierte Konvergenz

5.5 Uneigentliche Integrale

b
fn sel uneigentlich integrierbar tiber I, | f(z)| < g(x) in [ fiir alle n und [ g(z) dz existiere. Auferdem
a

konvergiere f,, gleichméfig gegen f in jedem [, ] C I. Dann ist f absolut integrierbar und es gilt:

b b

/ f(x)de = lim [ fu(x)dz

n—oo
a a

Beweis: f ist absolut integrierbar, da f iiber jedem Intervall o, 5] C I Riemann-integrierbar ist

und |f(z)] < g(x) ist.
Sei € > 0. Wihle o > a und 3 < b so, dafs

07

/g(x)dx+/bg(m)dm<6
B

a

ist. Wahle ng so, dafs firn >ngund a <z < fj

|[fulz) = f2)] <

g

00—«

ist. Dies ist moglich, da gleichméfige Konvergenz vorliegt. Zusammen ist dann

b a

/f(m)_f”(z)diﬁ </29(95)da:+ﬂ/b2g(a:)da;+/ﬁ6

a a

< 2e+4¢e =3¢ firn>ng

5.5.11 Beispiel: Die Gammafunktion

(Benannt nach J. B. Gamma, 1743-1807)
o
I'(z) = /ett‘rl dt
0

(1) T ist definiert und stetig in 0 < z < co.

(2) T'(x 4+ 1) = 2I'(z), insbesondere ist I'(n + 1) = n! fiir n € INy.

dx

—
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5 Das Riemannsche Integral

Beweis:

(1) Sei z > 0 fest. Dann ist e~ stetig bzgl. ¢ € (0, 00) und lokal integrierbar in (0, 00). Es ist

— — t 1 fl"lr 0 <t< 1
tyr—1
< —
et { (& ttz 1 fl'ir t>1 } g(t)

g ist eine konvergente Majorante, denn es ist
1
. . ..
o existiert fra <1, a=1—-z <1
0

und
1= 1+2

— 0 firt — oo

ot
N——
<C fiir t>tg

Also ist e~ %=1 < C/#? fiir t > .

Stetigkeit im Punkt z¢ > 0:
Zeige, dafs aus x,, — xg die Aussage I'(z,,) — T'(x) folgt.
Wihle xg, 2, € [a,b] C (0, 00):

F(:Un) —F(xo) = /ett$n1 dt _ /6ttm01 dt
0 0

KR 0 fir n — oo
Gilt hier also

O/ Fult) dt — O/ F(t)dt?

Sei t > 0 und setze ¢(x) = e~ 't*~L. Es ist dann

|o(xn) = @(x0)| = |0 — 0| - |¢(&n)]
< |zp — x| - C fur alle t € [a, ],

denn es ist L d )
/ — -t L zlogt _ ft_l t-t
Ox)=e e e log ,
also
11|logal fir a <t <1
(@) <9 R
e (logp)p® firl<t<p
Setze dann

« (&

0 — (L1 (10gﬁ)ﬁ”> |

Damit ist dann fiir a < zg,x, < bund a <&, < b:
—tyxn—1 —tyxo—1 .
le™"t —e "t < Cry —xo| fira<t<p
N——

-0
fir n—oo
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5.5 Uneigentliche Integrale
Also konvergiert e *¢*»~1 gleichméfig in o < t < 3 fiir n — oo gegen et~ 1.
Suche nun eine Majorante g(t) fiir f,,(¢):

o1 fir0<t<1
et fiirt > 1

o=
=g(t)

o0
Das Integral [ g(x)dt konvergiert. Fiir die Stetigkeit nun: Majorisierte Konvergenz.
0

(2) Esist
(o]
Dz+1)= /e—ttf dt
0
und
B 3 B
/ e T dt = —e 77| + / e tot™ 1l dt
(0%
(0% (0%
B
=e %" —e P8+ o / et ae
(6%
—zl'(z) fira—0und § — 0
Also gilt:

Nz +1) =al'(z)

Induktionsanfang: I'(1) = [ e fdt =1
0
Induktionsschluf: I'(n + 1) = nl'(n) =n - (n — 1)! = n!

5.5.12 Integralkriterium fiir Reihen

Sei f: [p,00) — (0,00) monoton fallend mit lim f(z) = 0. Dann konvergieren bzw. divergieren
Tr—00

Zf(n) und /f(:n) dx
n=p P
gleichzeitig.
Im Konvergenzfall gilt:
> s < [f@)de < o)
n=p+1 J n=p

Anwendungsbeispiele:

konvergieren fiir o > 1.
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5 Das Riemannsche Integral

Beweis: Sein <z <n+ 1. Dannist f(n+1) < f(z) < f(n) und

n+1
fln+1) < /f(x)dmgf(n) firn=p,....,p+1,....N

und
N+1 N N N
S fm) =3+ 1) < /f(x) dzr <3 f(n).
n=p+1 n=p P n=p

Sei nun die Reihe konvergent. Dann ist

N
> f(n) < C fiir alle N

n=p

N o0
= /f(x) dx < C fur alle N = /f(ac) dx konvergiert.
P P
Sei andersherum das Integral konvergent. Dann ist
N
/f(ﬁ) dx < C fiir alle N,
P
und es folgt

N 0
Z f(z) < C fiir alle N = Z f(n) konvergiert.

n=p+1 n=p+1
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6 Komplexe Zahlen und Funktione

6.1 Komplexe Zahlen

6.1.1 Einfithrung

Seien z,y € IR. Dann ist z = = + iy eine komplexe Zahl. Auf den komplexen Zahlen werden eine
Addition

(z1 +1iy1) + (v2 + 1y2) = (v1 + 22) +i(y1 + ¥2)
und eine Multiplikation

(x1 4+ 1y1) - (22 +iy2) = (v122 — y1y2) + i(z1Y2 + T2v1)
definiert.
C:={x+iy: z,y € R}

bildet mit dieser Addition und Multiplikation einen Korper. R* = {z+1i-0: x € IR} wird identifiziert
mit IR. Die Abbildung
R — R*
r w—x+1i-0
ist bijektiv. Diese Abbildung ist ein Isomorphismus fiir IR — IR* und ein Holomorphismus fiir IR — C.
Es gilt:
R={z+i-0:z€R} CC.

6.1.2 Bezeichnungen

Sei z = x + i -y. Dann heifft Re z = x Realteil und Im z = y Imagindrteil von z. Z = x — iy ist die
konjugiert komplexe Zahl zu z. Es gilt dabei Z = z und

1 _ 1 _
Rez = §(z+z) bzw. Im z = 2—2(2 — Z).

Bei Addition und Multiplikation ist

ztw=Z+whbzw.Z-w =2z -w
Fiir z # 0 ist
1 -1 ‘"z oz -y
- =z :—_:7’
z 2.z a2+
insbesondere ist _
1 i )
- = - = —q.
7 1

Bei der Division gilt fiir w # 0:

N
Il
IR

Wersion 4.7 vom 19. Dezember 2002
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6 Komplexe Zahlen und Funktionen

|2| ;== Vz 2 = Va2 +y?

heift Betrag von z (Abstand zwischen z und 0. Fiir reelles z = z ist |z| = V22 = |z| der reelle Betrag.
Fiir den Betrag gilt:
|z - w| = |z| - |w|] und |i| = 1

Es ist
| —z|=1z| =1i- 2] =|z|, |Rez| < |z| und |Imz| < |z|.

6.1.3 Dreiecksungleichung

Fiir z,w € C gilt die Dreiecksungleichung (vgl. auf Seite [)):
2+ w| < [z] + [w].

Gleichheit genau dann, wenn z = 0 oder w = 0 oder w = Az mit A > 0. Auch die umgekerhrte
Dreiecksungleichung gilt:
Iz = |w]] < |z = w]

Beweis: Zuerst fiir die Dreiecksungleichung. Es ist

24w = (z+w)(ZFw) = (z+w)-(2+w0)

=274 20 + wZ 4w = |2|* + 20 + 20 + |w|?

= |2)? + 2Re(z@) + |wl|?

< |2|? + 2|zw| + |w|?

= |2l* + 2 |2 - Jw] + [wf? = (2] + |w])®
Also ist |z +w| < |z] + |w|. Nun die umgekehrte Dreiecksungleichung:
Esist |z| = |(z —w) + w| < |z —w| + |w|, also |z| — |w| < |z — w]|. Genauso wird |w| — |z| < |w — 2|
gezeigt. Zusammen ist dann ||w| — |z|] < |w — 2.
Jetzt der Beweis fiir die Gleichheitskriterien:

1. Fir 2 =0 oder w = 0 klar.

2. Seien nun z,w # 0: Es ist dann

13

Re(zw) = |z] - Jw| = |z

20
zw€ER>0 <— — >0
ww

1
i>0<:> i:—mit)\>0
w w A

[

w= Az mit A >0

6.2 Folgen und Reihen

6.2.1 Definition: Komplexe Folge
Eine Abbildung IN — C, n — ¢, heifit (komplexe) Folge: (cy). (cn) heifit konvergent gegen ¢ € C,

wenn lim |¢, — ¢| = 0 ist. Schreibweise: lim ¢, = ¢ oder ¢, — ¢ fiir n — oo. Vergleiche auch [2.1.1]
n—oo n—oo
auf Seite [T9.
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6.2 Folgen und Reihen

Bemerkung: Sei ¢, = a, + ib, und ¢ = a + ib mit a,, b, a,b € IR. Es ist

|an —al < len — | < |an — a| + by — ]
b = b < [en — | < fan — al + [bn — b|

Es gilt also: ¢, — ¢ <= a, — 0, b, — 0.

6.2.2 Beispiel

n+i  n+i 14 2m

T T oni 1—2mi 1+ 2ni
n —2n+i(1+ 2n?) -n _ 2n? i
g — +Z — —
1+ 4n? 1+ 4n? 1+ 4n? 2
. 1+ Regem 1 i
Tl —2 2

6.2.3 Vererbung der Grenzwertregeln
Alle Regeln fiir Grenzwerte von reellen Folgen gelten fiir komplexe Folgen weiter. Ausgeschlossen sind

diejenigen, die auf der Anordnung der reellen Zahlen beruhen (Es gibt keine Anordnung unter den
komplexen Zahlen).

Beispiel: Gelte ¢, — ¢, d, — d. Dann ist

l(en +cn) —(c+d)|=l|ecn—c+dy, —d| < |e, — |+ |dy, —d| — 0.

6.2.4 Definition: Komplexe Reihe

n o0
Sei (¢p,) eine komplexe Folge und ) ¢j. Die unendliche Reihe ) ¢ heifit konvergent, wenn die Folge
k=0 k=0

[e.e]
(si) konvergiert. Es ist > ¢ := lim s,.
k=0 n—oo

n n
Bemerkung: Sei ¢, = ay, + ib, mit a,,b, € IR. Dann ist s,, = > ap +14 Y bx. Also ist Y ¢, genau
k=0 k=0
dann konvergent, wenn ) a, und > b, konvergent sind. Es ist Y ¢, = > an + 1) by.

6.2.5 Beispiel: Die geometrische Reihe
o0

Was ist > ¢"? Reeller Versuch: Sei ¢" = ¢, = a,, + ib, und ¢ = a + ib:
n=0

c1=a+ ib
co = (a+ib)* = a® — b* + 2iab
c3 = (a +1ib)> = a3 + 3ia®b — 3ab® — ib> = a3 — 3ab® + i(3a?b — b?)
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6 Komplexe Zahlen und Funktionen

Nun ein komplexer Versuch: Es ist
Sp=14+c+--+"=1+c(s,—").

Firc=1ist s, =n+ 1. Flir c # 1 ist

1— n+1 1
Sp = AN falls |c| < 1.
1-c l1-c

Fiir |c| > 1 ist die Reihe divergent (selber machen).

6.2.6 Cauchykriterium

Eine komplexe Folge (¢,) bzw. Reihe > ¢, ist genau dann konvergent, wenn es zu jedem € > 0 ein ng
n

n
gibt mit |c, — ¢p| < e bzw. | Y x| < e fiir n > m > ngy (Vergleiche mit 23.4] Seite 26, und 2.4.6]
k=m+1
Seite BI)). Dies bedeutet, daft C vollstandig ist.

Beweis: Aufgabe (Zerlegung in Re- und Im-Teil).

6.2.7 Satz von Bolzano-Weierstral}

Jede beschriankte (d. h. |¢,| < K fiir alle n) Folge (¢;,) besitzt eine konvergente Teilfolge (vergleiche
mit 2233 auf Seite 26]).

Beweis: Sei ¢, = an+ib, mit |ay|, |by| < |cn| < K. Dann besitzt (a,,) eine konvergente Teilfolge (ay, )
und (by,,,) besitzt eine konvergente Teilfolge (bnkj)- Zusammen konvergiert dann ¢n, = an, + bn, -

6.2.8 Dirichletkriterium

Sei () eine reelle monotone Nullfolge und (¢;,) eine komplexe Folge mit beschrankten Partialsummen

( SMfiirallenE]N).

. Ck
oo
Dann konvergiert Y. A,c;, (siche 2249 auf Seite [32)).
n=0

k=0

n n

Beweis: Sei ¢, = ap + ib,. Dann ist | > ag| < M und | bx| < M, also ist > A\par + 7> Apbg
k=0 k=0 k k

konvergent.

6.2.9 Definition: Absolute Konvergenz

o0 oo

> ¢p heifit absolut konvergent, wenn | ¢, | konvergiert (s.[Z50] Seite [34]).

n=0 n=0
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6.2 Folgen und Reihen

Bemerkung: s ist [an| < [cal, [bu] < [cal und [en] < Jan] + [ba].
> ¢y, ist absolut konvergent <= > a, und ) b, sind absolut konvergent.

6.2.10 Regeln

(1) Absolut konvergente Reihen sind konvergent (vgl. auf Seite [34).

(2) Absolut konvergente Reihen dar man beliebig umordnen, ohne an der Konvergenz oder am Rei-

henwert etwas zu dndern (siche 2.6.4] auf Seite E0)).
(3) Cauchyprodukt: Sind > ay, und Y b, absolut konvergent (ay, b, € C), so gilt:

Zan an —ZCn =3 auh

n=0 k=0

o0
Dabei konvergiert die Reihe > |c,| absolut (vgl. [ZG.I0, Seite [44]).
n=0

[ee] [e.e]
(4) Majorantenkriterium: Ist |c,| < A, fiir alle n und konvergiert »_ A, dann konvergiert > ¢,

n=0

absolut (vgl. 253, Seite [35]).

n=0

(5) Wurzelkriterium: Ist 11m Ylen| < 1, so konvergiert Z ¢n, absolut (vergleiche mit [2:5.4), Seite 35)).

n=0
(6) Quotientenkriterium: Sind alle ¢, # 0 und ist

Cn+1
Cn

lim

n—oo

<1,

o0
so konvergiert > ¢, absolut (vgl. 2.5.5] Seite Ba).
n=0

6.2.11 Beispiele

o0
(1) > " konvergiert absolut fiir |¢| < 1.
n=0
Beweis mit Wurzelkriterium: {/|c,| = {/|c|® = |¢|.

(e8]

(2) Y Z; konvergiert absolut fiir alle z € C.
n=0
Dies ist fiir z = 0 klar.

Fiir z # 0: Quotientenkriterium

Zn+1 ‘ ‘

n+1)! z .

(z”) = — 0 flirn — oo
= n+1

(3) Cauchyprodukt:

=(z4w)"

2 o w"” n!zFw = (z+w)”
Za.nz:on' Zn'zk'n— :ZT
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6 Komplexe Zahlen und Funktionen
6.3 Konvergenz und Stetigkeit

6.3.1 Definition: Stetigkeit

Sei D C C, f: D — C. f heiftt stetig in zg € D, wenn es zu jedem € > 0 ein § > 0 gibt mit
|f(2) = f(20)|] < e fiir alle z € D mit |z — 2zp| < ¢ (vgl. B2l Seite B0). Geometrische Deutung von
|z — 20| < d: Kreisscheibe um zp mit dem Radius 4.

Bemerkung: Sei u(z) = Re f(z) und v(z) = Im f(z) fir z € D. Es ist u,v: D — IR C C. Dann gilt:

f = u+iv ist stetig in 29 <= wu,v sind stetig in zy € D

6.3.2 Beispiel
Sei f(2) =22 D =C und 2 € C. Es ist
[f(2) = f(z0)] = |22 = 25| = |(2 = 20) (2 + 20)].
Sei nun € > 0. Wéhle dazu 0 < 6 < 1 so, dak 0 - (2|z9| + 1) < € ist. Aus |z — 29| < ¢ folgt dann
|z| <&+ |20l <1+ |20].
Damit ist dann
1f(2) = f(z0)| <& (lz[ + |20]) <0 (1+2[z0]) <e.

Bemerkung: Die Regeln fiir stetige Funktionen D — C gelten wie fiir reelle Funktionen I — IR.

6.3.3 Definition: GleichmaRige Konvergenz
Sei fp,: D — C fir n =0,1,2,.... Die Folge (f,) bzw. die Reihe > f,, heift gleichméfig konvergent
in D gegen f: D — C, wenn es zu jedem £ > 0 einen Index ng gibful mit

|fn(2) — f(2)] <efirn>ngund z € D

bzw.

<efirn>ngund z€ D

> fa(2) = f(2)
k=0

(vergleiche auch B31], Seite [54)).

Bemerkung: Sei f,, = u, + iv, und f = u + iv. Dann gilt

fn — f gleichméfig in D <— w, — u und v, — v gleichméfig in D.

6.3.4 Satz

Konvergieren die f, gleichméfig gegen f in D, und sind alle f, stetig in zg € D, dann ist auch f
stetig in D (siehe auch 3:37], Seite [56]).
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6.3 Konvergenz und Stetigkeit

Beweis: Wie in IR.

6.3.5 Definition: Potenzreihe

Eine Reihe der Form -
Z cn(z — 20)" (6.1)
n=0

heifst Potenzreihe mit dem Mittelpunkt (Entwicklungspunkt) zg. (¢,,) heiftt Koeffizientenfolge. Es sind

20, ¢n, € C. Fiir den Konvergenzradius r gilt

_ 1

Jm, ¥/leal

(610 konvergiert fiir |z — zp| < r und divergiert fiir |z — 29| > 7. Sonderfélle sind:

(a) r =0: Nur Konvergenz in z, ,nirgends®.

(b) 7 = co: Uberall konvergent.

(¢) 0 <r <oo: Fiir |z — 29| = r ist keine Aussage moglich.

(d) Ist r > 0, so ist (6.0]) gleichméRig konvergent in |z — 2| > 7.

Siehe auch und ab Seite

Beweise: Wie in IR.

6.3.6 Die Exponentialfunktion

0o
z § z"
e = —'
n.

n=0

Die Exponentialfunktion ist definiert und stetig in C. Fiir z,w € C gilt die Funktionalgleichung
et = 7. %, AuRerdem ist e* # 0 in C, da fiir w = —z gilt: 1 = e* - e~ * (siehe auch B.5Tund
ab Seite [67)).

6.3.7 Eulersche Formel

Fiir t € IR gelten die Formeln: '
e’ = cost+isint

e ="t =¢” . e =¢” . (cosy + isiny)

Beweis:

cost +isint = E 27 4 g 7(2 2ntl
n

2 (an) 2 @n 1 1)l
RN (R S () R (@)"
_nz:% (2n)! +§(2n+1)! _T;OOT_G
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6 Komplexe Zahlen und Funktionen

6.3.8 Bemerkungen

eF T2 — ¢ 2T = 7 . (cos 2m 4 isin2m) = €7 - (1 +0) = €*

Die Exponentialfunktion ist 2wi-periodisch. Es gilt

e +1=0

6.3.9 Additionstheoreme von Sinus und Cosinus

Seien ¢, € R. Es gilt ' '
€’ = cosp + ising und € = cosf + isinf
und damit ist
e . € = cos pcosf — sin psin 0 + i(cos ¢ - sin @ + sin p cos 0)
e . ¢ = Pt = cos(p + 0) + isin(p + 0)
Es folgen dann die Additionstheoreme:

cos @ cos  — sin psin @ = cos(p + 0)
cos ¢ sin @ + sin ¢ cos @ = sin(y + 0)

6.3.10 Polarkoordinaten
Einfiihrung: Es gilt:
€2 = | cost +isint|* = cos®t +sint = 1

= || =1firtcR

Satz: Jedes z € C\ {0} lakt sich schreiben als
z=|z| - € mit 6 € R.

0 ist dabei eindeutig bestimmt, wenn man sich z. B. auf 0 < 0 < 27 oder —7 < 6 < 7 beschrénkt. 6
heift auch Argument von z: 6 = arg z.

Beweis: Sei |z| = 1, z # —1,1. Schreibe z = x + iy, 22 + y> = 1, y # 0. Es existieren genau zwei
Stellen 61 € (0,7) und 02 € (7, 27) mit

0y =271 — 161, sinf; = —sinb,.

lyl = V1—2%=4/1—cos?0; = |sinb]

Setze nun 6 = 0 fiir y > 0 und 6 = 0, fiir y < 0. Es gilt dann cosf = x, sinf = y. Andere 6’s gibt es
nicht.
Fir z=—1 (0 =m)und z =1 (6§ = 0) ist € eindeutig bestimmt.

Sei nun |z| # 1 und z # 0. Es ist z = |z| - ﬁ = |2| - €.
z

Es gilt:

l.]=1
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6.3 Konvergenz und Stetigkeit

6.3.11 Potenzen

0 0 |Z|262i0

Fiir z = |z] - € ist 22 = |z| - |2] - € - € = neind,

und 2" = |z
Beweis: Per Induktion (selber machen).

6.3.12 Wourzeln

Problem: Sei a = |ale®® (0 < a < 27) gegeben und 2" = a. Gesucht ist 2. Falls a = 0 ist 2z = 0.
Sonst wird der Ansatz z = r - ¢ gemacht:

M =g T,neine _ ‘aleia
— " =qund nld =a+2krw firein k € Z
2k
— r = V/|q und0:u

Es gilt nun

a+ 2k
Zp = A |a|exp<i¥> = zp =afirein k€ Z
n

und 24, = 2i (dies ist selber zu beweisen).

Zusammenfassung: Sei a € C\ 0. Dann hat die Gleichung z" = a genau n verschiedene Losungen
in C, ndmlich

2k
Va=z, =1} ]a\exp(iu> fir k=0,1,...,n—1
n

Bemerkung: Es ist argz; =
auf dem Vollkreis verteilt.

%2]” und arg zp41 —arg 2, = 27” Die Wurzeln liegen also gleichméfig

6.3.13 Polynome

Das Polynom z"™ — a mit festem a € C hat die n Nullstellen zg, ..., 2,1 fiir a # 0, bzw. 0,...,0 fir
a = 0.

6.3.14 Fundamentalsatz der Algebra

Jedes Polynom P(z) = ap + a1z + -+ + apz"” (n > 1, ap, # 0, a, € C) besitzt (mindestens) eine
Nullstelle zg € C mit P(z) = 0.

Beweis: (nach Gaufs) Sei |z| =7 > rg. Dann ist

n—1
|P(2)] = |anz" + (an—12""" + -+ + ag| = |an|r™ = |ay|r”
v=0

n—1
1
— . <|an\ — Z ]aV|Tn_V> > |P(0)| fir 7 > r¢ (ro hinreichend grof)
v=0
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6 Komplexe Zahlen und Funktionen

Das heiftt, da die Nullstelle immer betragsméfig kleiner als ein r sein muf. Aufserdem ist |P(z)| >
|P(0)| fiir betragsméfig hinreichend grofses z.
Annahme: Es ist P(z) # 0 in C. Setze

m = inf{|P(2)|: |z| <710}

Es existieren dann zj mit |z;| < 7o und |P(z)| — m.
Nach dem Satz von Bolzano-Weierstraf sei z; OBdA konvergent gegen zg:

m — [P(z)| = [P(20)]
Es ist also m = P(zp) und aus der Stetigkeit folgt m < |P(0)|. Fiir grokes z € C ist dann also

[P(2)| 2 [P(0)] = |P(20)] = m

Jetzt ist noch P(zp) = 0 zu zeigen.
Annahme: Es ist P(zp) # 0. Setze dann

P(zp + z)

Bs ist Q(2)] > [Q(0)] = 1.
Sei nun z = re' mit 0 < 0 < 27 und r > 0.
AuRerdem sei Q(z) = 1+ bsz® + - -+ + b, 2" mit by # 0. Dann ist

2 ) A62
1§|Q(2)| = 1+bs7"8€w +...+bnrnezn

(es ist |a + b|> = |a]? + 2Re(ab) + |b]?)
0 0 2
=1+ 2Re(bsr®e”™ +--+) + ‘bsrse” + - ‘
=142 |bg| - 7° - |bs| cos(s6 + Bs) + Terme von 7' mit ¢ > s.

Also ist
0 < 2|bs|r® cos(s0 + Bs) + Terme von 7' mit ¢ > s.

Dividiere jetzt durch r°. Dann ist
0 < 2|bs| cos(s0 + Bs) + Terme von r'~* mit ¢ > s.

Fir r — 0 ist dann
0 < 2[bs| cos(s0 + fFs) fir 0 <0 < 27w

Also ist cos(s6 4 (s) > 0 fiir 0 < § < 27 und festes s € IN. Wenn man nun 0 = %ﬁs setzt, dann ist
aber cos(sf + (s) = cosm™ = —1. Widerspruch!

6.3.15 Folgerungen

1. P(z) = anz™ + -+ ap kann man schreiben als
Pz)=an(z—21) (z—22)...(z—2n) =an(z—C)™" ... (2 — ()"

mit 71 + - -- + r¢ = n und paarweise verschiedenen (;.
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6.3 Konvergenz und Stetigkeit

Beweis: Es gibt z; € C mit P(z;) = 0. Dann ist

P(z)=P Za] —zl (z —21) Z (27 + -+z{_1)

=(z—21)- Pz )

Folgere nun weiter mit Induktion nach n. Fiir n = 1 ist die Behauptung klar.
n—1—mn: Esist P(z) =(2—21) - Pi(2) und grad P, =n — 1.
Dann ist Pi(z) = an (2 — 22) ... (2 — 2zp).
n—1 Stiick
Spezialfall: P(z) = ag + a12' + -+ + an2" heifit reell, wenn ag, ..., a, € IR sind. Ist P reell
und P(zp) = 0 fiir z9 ¢ IR, dann gilt

Die zu zp konjugierte Zahl ist fiir reelles P also auch Nullstelle.
2. Ist P(z) = ap + a1z + -+ + apz" reell; so gilt
P(z) =an(z— &)™ ... (2 — &)™ (22 — 2c12 4+ b))* ... (22 — 2¢p2 + by)**

mit (b; —c)>0 ¢ € R und ¢;,b; € R.
Beweis: P hat die Nullstellen &, . .., &, € IR, paarweise verschieden, und (1, (1, . . ., (, (o, jeweils
konjugiert komplex und paarweise verschieden:

P(z) =an(z—=&)" ... (2 — &)™
(2= C)(z = Q)" (2 = Co) (= = Cell))™

Dabei gilt:
(z—C)(z— Q1) = 2° — 20 — 2C1 + (¢ = 2° — 2Re(C1)z + |1

b1 — ¢ = |Gi]* = (Re¢1)® = (Im¢1)* > 0
6.3.16 Satz iiber die Partialbruchzerlegung

Sind P und @ reelle Polynome ohne gemeinsame Nullstellen mit grad(P) < grad(Q) und

k
:Hx—fj TJH:C —Qij—}-bj)Sj

7=1

Dann gibt es eindeutig bestimmte Zahlen o, ;, 3,; und ~,,; mit

<

Pla) &= L Bur
Q) ~ 2= FETATERDY Z T 90 1 b)Y

]:11/:1 j=1v=1

Beweis: (von Redheffer) In den néchsten Abschnitten.
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6 Komplexe Zahlen und Funktionen

6.3.17 Hilfssatz 1

Seien P, @ und R Polynome mit den Graden p, g und r, wobei r < p + ¢ ist. Auferdem haben P
und @ keine gemeinsamen Nullstellen. Dann gibt es zwei eindeutig bestimmte Polynome A und B
mit grad(A4) < ¢, grad(B) < p und AP + BQ = R.

Beweis: Die Koeflizienten von P, @ und R seien c¢;, d; und e; (¢; = 0 fiir j > p, dj = 0 fiir j > ¢
und e; = 0 fiir j > 7). Die gesuchten Polynome A und B haben die Koeffizienten a; und b; (a; =0
fir j > ¢ und b; =0 fiir j > p).

AP + B(@Q = R ist dquivalent zum linearen Gleichungssystem

k k
Z Ck—j0j5 + Z dk,jbj = ek (6.2)
=0 =0

fir £ = 0,1,2,...,p+ ¢ — 1. Dies sind p + ¢ lineare Gleichungen mit den p + ¢ Unbekannten a;
(0<j<q)und b; (0 <j <p). Ist es eindeutig 16sbar?

LINA: Ein LGS Az = b ist eind. 16sbar <= Az = 0 hat nur die Triviale Losung = = 0.

Mache nun (6.2) homogen (setze e = 0 fiir alle k, d. h. R = 0). Hat nun AP + BQ = 0 nur die
Losung A = B =07

Sei A, B Losung: Ist Q(z1) = 0, dann ist P(z1) # 0 und damit ist dann A(z1) = 0. Da @ aber ¢
Nullstellen und hat, A aber weniger als ¢ — 1 Nullstellen hat, ergibt sich ein Widerspruch. Also muf
A = 0 und damit auch B = 0 sein.

6.3.18 Hilfssatz 2

Seien P, Q1,...,Qm Polynome, je zwei ohne gemeinsame Nullstellen, Q@ = Q1 - Q2...Q,, und
grad(P) < grad(Q). Dann gibt es eindeutig bestimmte Polynome P, ..., P,, mit grad(P;) < grad(Q;)
und

P i P;
Q ZHQ
Beweis: Mit Induktion nach m.
m=1 (Q = Q1) pop
1
—=— = P =P
Q !

m — 1 — m: Wende Hilfssatz 1 (6:317) an auf:

AQm +B(Q1...Qm-1) = P.

Die Voraussetzungen fiir den Hilfssatz sind: @, und Q1 ...Q,;,—1 haben keine gemeinsame
Nullstelle (nach Voraussetzung schon gegeben). Es ist

m—1
grad(P) < grad(Q1 ...Qm) = Z grad(Q;) | + grad(Qm)
j=1

=grad(Q1...Qm—1) + grad(Qm)
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6.4 Trigonometrische Reihen

Aus dem Hilfssatz 1 ergibt sich dann A mit grad(4) < grad(Q:...Qm—1) und B mit grad(B) <

grad(Qn,). Setze P, := B. Dann ist grad(P,,) < grad(Q,,). Es gilt damit

P:AQm""PleQm—l
Nach Division durch @ ist dann

P__ A Pu NNF P B
Q Q1~--Qm—1 Qm 1 Qj Qm — j
T~ ~~ Jj=1
® ®

Dabei ist ® nach Induktionsvoraussetzung und @ nach Hilfssatz 1 eindeutig.

6.3.19 Beweis der Partialbruchzerlegung

Sei nun Q = (Hy)™ ... (Hy)™ - (L1)*' ... (Lg)* mit Hj(z) = (x — &) und Lj = 2% — 2¢;z + bj. Dann

ist Q; = (H;)" oder (L;)%. Mit Hilfssatz 2 gilt dann:

k ¢ 5
P _ Pi(x)
Q Z m—{ +; —209x+b)

J

7=1
ri—1
Dabei ist grad(P;) < rj und Pj(z) = ) ayj(x —&;)":
v=0
ri—1
Pj(x) Qv

Damit ist der 1. Teil der Behauptung bewiesen.

Setze P(x) = Pj(z) und (2 — 2¢jx + b;)% = (2% — 2cx + b)®. Es ist grad(P < 2s. Gilt nun

s—1

P(x) L Z(ﬁy +yx)/2? — 2z + b)”
v=0
Dann wire namlich . .
P(:L') _ SZ ﬁl/ +
(22 — 2cx + b)® (22 — 2cx 4 b)s—v

Diese Frage ist Aufgabe fiir das konkrete Problem P(x) = 2x + 222 — 2° und 22 — 2cx 4+ b = 22 + 1.

Es ist
—x3—2x2+2x_( +2)+3x—2
x?2—1 -\ 2?2 —1

Also ist P(z) = (=2 +2)(2® + 1) + 3z — 2.

6.4 Trigonometrische Reihen

6.4.1 Definition: Trigonometrische Reihe

Eine Reihe

143



6 Komplexe Zahlen und Funktionen

heifst trigonometrische Reihe (¢ € C, t € IR). Sie heift konvergent im Punkt ¢ € IR, wenn

n [e.e]

nli—{go Z cpeiht = Z cpett

k=—n k=—o0

existiert.

6.4.2 Bemerkung

(623) heifst reell, wenn ¢_j = ¢ fiir k = 0,41,.... Dann ist ndmlich
c_pe ™t 4 ot = greikt + et = 2 Re(ckeikt)

n n
= Z ckeikt =co+ Z(ckeikt + c_ke_ikt)
k=—n k=1

=co+2 Z Re(cpe™) € IR
k=1

Wenn nun ¢, = %(ak — iby) ist, folgt Re(cpe*t) = %(ak cos kt + by sin kt) und mit c_j = ¢ ist

[ee] oo
; aop .
E cpe™t = = 4+ ay, cos kt + by, sin kt
—o0 ’ 2 ;( * ’ )

6.4.3 Beispiel
Sei ai € IR, ap | 0. Dann konvergiert

Z oy sin kt fiir alle t € IR

k=1
oo

Z ay, cos kt fiir alle ¢ ausgenommen moglicherweise ¢t = 0, 27, 47
k=1

Beweis: Mit dem Dirichletkriterium (0 < ¢ < 2m). Es ist

n

sin kt - =
< ikt| _ | it it\k
Z CcOS ]Ct - Z € € Z(e )
= k=1 k=0
1—emt 2
:‘1—6it 1 — et

Die Partialsummen sind beschrankt, also liegt Konvergenz vor.
Die Sinusreihe ist konvergent fiir ¢ = 0 und cos(k - 0) = 1, hier hingt die Konvergenz also von (ay)
ab.

6.4.4 Integration von f: IR — C

Sei f: [a,b] = Cund f(t) = u(t) + iv(t). Wenn u,v: [a,b] — IR integrierbar sind, so setzt man
b b

/bf(t) dt ::/u(t) dt+z’/v(t) dt

a a
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6.4 Trigonometrische Reihen

6.4.5 Integrationsregeln

(a)
b b b
/ (F() + g(t)) dt = / f(tyde + / o(t) dt
(b)
b b
/cf(t)dt:c/f(t)dt (ceC)
(©)
b b
/mdt:/f(t)dt
(@)

b
< / ) dt

/b F(t)dt

b
Beweis: Setze I = [ f(t) dt. Die Behauptung ist fiir I = 0 klar.
a

Sei nun I # 0 mit I = |I|e’® und o = arg([):

b
|I| = Re(e™™I) = Re (w‘a / f(t) dt)
b ’ b
= Re ( / e f(t) dt) = / Re(e " f(t))

a @ <lemt f(t)|=[f(t)]

(e) fn konvergiere in [a,b] gleichméfig gegen f fiir n — oo und alle f,, seien integrierbar. Dann ist

b b
[0ty — [0

Beweis:
b b b b b
/un(t)dt+i/vn(t)dt—>/u(t)dt—irz'/v(t)dt:/f(t)dt
6.4.6 Beispiel
Sei > cpe™ = f(t) gleichmiikig konvergent. Dann ist
k=—oc0

k=—o00

/e_imtf(t) dt = Z ck/ei(k_m)t dt.

—Tr
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6 Komplexe Zahlen und Funktionen

Fir ¢ € Z ist dabei

™

/emdt: {277 =0
0 sonst

—T

— %(eiwﬁ _ e—iwﬁ) -0
(4

/e_imtf(t) dt = 27ey,.

—T

Also ist

em = — [ e ™ f(t)dt.

6.5 Fourierreihen

Alle Funktionen in diesem Abschnitt sind vom Typ f: IR — IR und sind 27-periodisch, d. h. f(xz +
27) = f(x) fiir alle z € IR. Auflerdem sei f integrierbar iiber [—7, 7], also {iber beliebige [a, b].

6.5.1 Definition
fi= o [ e
k 2

o ~ .
heikt k-ter Fourierkoeffizient von f (k € Z). Die Reihe . fre* ist die von f erzeugte Fourierreihe:

k=—o00

fro Yo fre™ (6.4)

k=—o00

6.5.2 Bemerkung

Es ist f = E, d. h. (64) ist reell, denn

s

fow = %/f(t)e““ dt = % /mei’“ dt

:%/Wdt:%/f(t)e—““:ﬁ.
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6.5 Fourierreihen

Setzt man fk = %(ak — ibg), so ist
a [o¢]
~ 5 + ; ay, cos kt + by sin kt)

ak:;/ft cosktdt fur k =0,1,...

—T

1 iy
:—/f(t)sink:tdtfﬁrk:O,lj,,,
s

ar = 2Re f — % / F(t) Re(e™) dt — % / F(t) cos kt dt

6.5.3 Beispiel

Sei

2m-periodisch fortgesetzt. Es ist fk = % foﬂ e Rt qt.
Fir k£ = 0 ist
1
fo=5
und fiir k£ > 0 ist
. 1 e—ikt a
o —ik

1 1 . ) 0 k gerade
( itk 1) g
= — —e —1)= —-
0o 2mk —i 2km —2 k ungerade

Damit ist ag = 1 und a; = 2Re fk =0.

) A _ 0 k gerade .
Esist by = —2Im f, = 2]}:772 {_2 k ungerade’ Also ist

Zstm—l
2m —1

Die Reihe ist iiberall konvergent nach Dirichlet, insbesondere in t = 0 mit dem Wert %

6.5.4 Satz

(a) Ist f gerade, so ist by = 0 und a; = %ff(t) cos kt dt.
0

(b) Ist f ungerade, so ist a;, = 0 und by, = 2 [ f(t)sinkt dt
0
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Beweis:
) 1 [0 ‘ ™ ' Subst. im 1. Integral
fe = Dy /f(s)e_ms ds + /f(t)e_lkt dt| = s=—t
LA i’ ds = —dt
_ 1 r gy ikt [ —ikt _ i/ﬂ [ —ikt ikt
=5 /f( t)e™ dt + /f(t)e dt| = o f)e ™™ £ f(t)e™ | dt
L0 0 0
dabei gilt + fiir gerades f und — fiir ungerades f
1 —ikt ikt
=— [ f(t) [e te ] dt
i
0
Dabei ist [...] = 2coskt fiir gerades f und = —i2sin kt fiir ungerades f

1 f cos kt
_E/f(t)‘—ismktdt
0

Wenn f gerade ist, ist also fk = ak reell. Wenn f ungerade ist, ist also fk = 5 by

6.5.5 Beispiel

Sei f(t) = |t| in —7 <t < 7, 2m-periodisch fortgesetzt. f ist gerade, also ist by, = 0,

™

1
aoz—/tdt:ﬂ'
T

0

und fir & > 0 ist

2 [ 2 sinkt|" 2 [ sinkt
ak:—/tcosktdt:—-t-sm ——/1-‘% dt
T s kE |y = k
0 0
2 2
= % °os kt|§ = ?(cos(kw) 1)
D. h. ag =7, agr = 0 und
2.(~2) 4
agk—1 = =

T2k —1)2 72k —1)2’

___ZCOS 2k:—1 )t)

ist gleichméfig konvergent nach dem Majorantenkriterium. Spéter wird gezeigt:

LT cos((2k — 1))
_5_%2 (2k — 1)2

148



6.5 Fourierreihen

Fiir t = 0 gilt dann

k=1
o0
1 2
= -
D G 8
k=1
o0 o0 o0 o0
1 1 1 1 1 w2
Zg—ZQm)ﬁZ@m_UQ ZZW )
k=1 m=1 m=1 k=
Also ist
L4
2 3 8 6
k=1

6.5.6 Besselsche Ungleichung

Es ist

mit |fx]” = F(af +07) = [ fil? gilt:
2 1 1]
(%) + g2 (a4 < o [ )t

Insbesondere gilt: fk — 0 fir |k| — oo, d. h. ax — 0 und by — 0 fir k — oo.

Beweis: Sei

T(z) = Z cpe’te

k=—n
ein trigonometrisches Polynom, ¢, € C. Dann ist
[f(z) = T(2)] = (f(2))® = 2f (2) Re(T () + |T ()|
= (f(x))* — 2Re ( > f(fﬂ)@e““> + > cprge O

k=—n k,Z:—n
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s

/ £@) = TP de = [ (7)) da

—T

—2Re Z ck/f _md:c

k=—n “n
—_——
:2mﬁ
n ™
+ Z CiCy /el(k_@xdﬂ:
kfl=—n

—T

N——
=0 (6£k); =27 (¢=k)

s

= [(t@)Pds - 2Re 3 2

“n k=—n
n
+2m Y el
k=—n
0<— ) d
_%/If o) do
: Yar— 37 IfP
27T k
. k=—n
n n n
+ > P =2Re Y A+ Y el
k=—n k=—n k=—n
17 "
2, ; 2
=5 2 da — Z P+ > k=l
k=—n k=—n

—Tr

>0 (=0 fiir cj=f},Vk)

Also ist

Nun Grenziibergang n — oo, dann ist die Behauptung beweisen.

n A .
Zusatz: Sei s, (z) = > fre’*®, dann ist

k=—n
/\f — sula \2dw</!f (2)]? da.
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6.5 Fourierreihen

6.5.7 Satz von Riemann-Lebesgue

Sei g € R([a,b]). Dann gilt

b eikt
/g(t) sinkt p dt — 0 fiir k — *oo.
Y cos kt

Beweis: Fiir den Fall, daf [a,b] C (—m,7|:
Setze
o= o) inlab]
) {0 in (—m, 7]\ [a,b]

2m-periodisch fortgesetzt. Dann ist

b s
1 ikt gy L ikt
27T/g(t)e dt = 2ﬂ_/f(t)e dt

—T

=fi—0

6.5.8 Der Dirichletkern

Sei
f"\‘ Z fkeikt.

k=—o00

Dann gilt
L 1 7
ikx
(o) = 3 e 3= [ Date =070 at

Dabei ist D,, der Dirichletkern und ist bestimmt durch

sin ((n + %)z)

o1
S11 533

D, (z) =

und
D,(0) =2n+1= lir% Dy (x).
T—

Beweis: Es ist

( z”: eik(m—t)) f(t) dt

k=—n

n ™

1 Lt 1

Sn(l') = E % / f(t)e_lktelkx dt = %
k=—n g

—T

=Dy (z—t)
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6 Komplexe Zahlen und Funktionen

Dn(x) _ Z eikx — o~ inx Z i(k+n)
k=—n k=—n
L . 1 — ¢i@nt+l)z
— —inT 1)x — —inx .
e Z e e B
7=0
e—(n—i-l)i:c(l _ ei(2n+1)x)
B e—(”+§)w _ gilnty)z _ —2isin ((n+ §)z)
B o5 _ i3 N —2isin §
6.5.9 Riemannscher Lokalisationssatz
Es ist
Z fkeikx _ s(ac)
k=—0o0
4
— /Dn(t) [f(x+ 1)+ fx— ) — 25(x)] dt — 0 fiir n— o
0
fiir ein 6 > 0. Das bedeutet: f bestimmt alle
. 17 »
fi=ge [ £ ar
T
Beweis:
(@)= o [ Dule— )ty =" 7Y
sn:v—27r n(x =t = —ay
47
= — D, —y)dy=— [ Du( d
3 [ Daw)fa =) dy = / ~y)dy
T—T 27 per10dlsch iny
1 0 Im 1. Integral subst.:
e U dy+—/D “ydy=|  y=-u
T
dy = —du
. 0
=——/Dn< u>f<x+u>du+—/D fo - ) dy
2T ) ———

™ gerade

™

_ —/Dn(y) (@ +y)+ fle—y)] dy

0
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6.6 Konvergenz- und Approximationssétze

Einschub:
1:5% Du(y) [f(x+y) + fla—y)] dy ?
:—/D )(14+1)d
[setze f( ) =1 und s,(z) = 1]
Es ist
sn () — :%/Dn fle+y)+ flz—y) —2s(2)] dy
1 ; 19 T
- — + .
I

Zeige nun noch
™

/dewm+w+f@—w—2%mdyHOEH%ﬁw

J =:9(y)

Dann ist der Beweis erledigt.

Betrachte nun D, (y) - g(y):

Dn(y)-g(y)zsin(<n+l)y)-& md<y<m

ist integrierbar iiber [4, 7]:

oo ama= [((s+2)o) o g2
6

w/2
=2 / sin((2n + 1)t) - h(2t) dt — 0 fiir n — oo
5/2

nach dem Satz von Riemann-Lebesgue (siehe [6.5.7, Seite [I5T]).

6.6 Konvergenz- und Approximationssitze
6.6.1 Satz

Sei f~ S fre'®®. Setzt man g(t) = f(x +1t) + f(x —t) — 2¢ bei festem 2 und konvergiert
k=—o0
[l
t
0
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6 Komplexe Zahlen und Funktionen

dann gilt

Z fre*® = ¢

k=—o00

Beweis: Siehe[6.6.3.

6.6.2 Beispiele

1. Sei
fir —7<2<0

fir0O<ax<m

flz) =

= = O

flirx=0,m

2m-periodisch fortgesetzt. Es ist

Nach dem Satz ist iiberall Gleichheit, denn:
Fir x # 0, £7,+2x, ... ist g(t) = 0 in [0, 0].
Fiir 2 =0 und ¢ = 5 ist g(t) =1+ 0 —25 =0 in (0,0).

2. Sei f(x) = |z| in —7 < z < 7, 27-periodisch fortgesetzt.
Fir 0 <z < mist

fa+t)+ flz—t)—2f(x)=x+t+ax—t—2x=0fir 0 <t <4.

Fir £ = 0 ist
f@)+ f(=t) —2f(0) = [t[ + [t| — 0 =2t[ = f(t)
1) )
J19 0z faa
0 0
Also ist
T 4 oocos2l<:
5_;2 —\t\m —r<t<m.
6.6.3 Beweis von [6.6.1]
Es ist
] o
n —C= - Dnt t n
su(@) == o= [ Dultlg(t) +2
0

wobei €, — 0 fiir n — oo (nach dem Lokalisationssatz) fiir jedes § > 0.
Sei ¢ > 0. Dazu gibt es ein 6 > 0 mit
6
/ l9(t) dt <e.
0
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6.6 Konvergenz- und Approximationssétze

Zu diesem § existiert ein ng mit |e,| < e fiir n > ny.

ot = ((n+3)1) - (g - 1*7)
—_—
() 0)- (200

(Aufgabe: Zeige, dak h(t) in t = O stetig ist.)
Nach dem Satz von Riemann-Lebesgue ist

[ puutran=2 fon (o 1)) 22
0 0

+ sin <<n + %) t> g(t)h(t)dt

—0 fiir n—o0

Also ist das 2. Integral fiir n > ny betragsméfig kleiner als €. Zusammen gilt also

=2 2 [ fin (o 2)1)] - 2t
0

mit n > max(ng,n1) bei ®

6.6.4 Beispiele

1. Sei
a flir —wr<t<t
y=37 o T
b firtg<t<mw
beleibig in ¢t = tp und t = 7w und 27-periodisch fortgesetzt. Dann ist

a flir —7m <t <ty

o
Z ilkeikt =<b firtg<t<m
k=—o00 a+b fiir to und 7

2. Sei
f"\‘ Z fkeikt

k=—00

mit lim f(¢) = a und tli¥n+f(t) = b. Betrachte dann g(t)
—10

t—to—
Z fkeikt — Z ilkeikt + Z gkeikt
—_——

a+b :
=5 in to

= f(t) = h(t):

g ist stetig in tp, wenn man g(t9) = 0 setzt.
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6 Komplexe Zahlen und Funktionen

6.6.5 Satz

w(h)

Ist f in to Dini-Stetig, d. h. gilt |f(t) — f(to)| < w(|t — to|) mit f dh < co. Dann gilt:

Bemerkung: Beispiele fiir die Dini-Stetigkeit:
(a) Lipschitz-Stetigkeit: |f(t) — f(to)| < L|t — to|. Setze w(h) = Lh.

(b) Holder-Stetigkeit: |f(t) — f(to)] < L|t — to|® fiir ein « € (0, 1).
Setze w(h) = Lh* und

™ ™

/#dh:L/hQ—ldh

0 0

existiert.

(c) Sei f differenzierbar in to. Dann gilt (a).

6.6.6 Satz

™

Ist f: IR — IR Dini-stetig und 27-periodisch, d. h. es ist |f(z) — f(y)| < w(|z—y]|) mit [ # dh < 0.

0
Dann ist fiir alle x € IR
o

> e = f(a).

k=—o00
6.6.7 Satz

0 ~ A . ~
Ist f € CY(IR), 2m-periodisch, dann konvergiert > |fi|. Da |fpe?*®| = |fi| ist, konvergiert also
k=—o00

o0 ~ .
S fre®® gleichmikig gegen f(z).

k=—o00

Beweis: Sei k # 0. Dann ist

fo= %/f(t)e_ikt dt

—zkt 1
dt| = —
/ I ik "

Dabei ist ¢; der k-te Fourierkoeffizient von f/. Also ist ¢ = ik fi.

fNkaeik:c NN Z (fkeikx)’_
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6.6 Konvergenz- und Approximationssétze

Nach der Besselschen Ungleichung gilt

oo
Z ler]? < oo,

k=—0o0
Also ist
o0
Z k‘2|fk|2 < 0.
k=—0oc0

Und damit gilt dann
R "1 .
ful =7 kel
k=1
CSuU

1 n
< Zﬁ kZ’CkP
—1

k=n

e
Il

< const., unabhéngig von n.

6.6.8 Beispiel

Sei f(t) = sint. f ist gerade (f(—t) = f(¢)) und Lipschitzstetig:
[f(z) = F(<)| = |[sinz| — [siny]]

<|[sinz —siny| = |z —y[ - [cos&]| < |z —yl.

Suche die a;, fiir die Fourierreihe
a o0
|sinz| = ?O + Zak cos(kx) fir x € R.

k=1

Es ist

und fir & > 0 ist

T

2 . 2| . sm kt
ap = — [ sint-cosktdt = — |sint
s T 0

0 H—/ 0

sin kt

— _i cost — o8 kt // — Slnt —cos kt d

 km k

__ 2 —1-(—cosk )+1_/TFS' tcos kt dt ——l(1+(—1)k)Jri

=12 s mn = T 12 ag.

0
Daraus folgt dann
1 9 i 0 flir ungerades k
1 _ ar — — 1 + —1 — —
< k2> F kQ?T( (=1%) -4 fiir gerades k

k2
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6 Komplexe Zahlen und Funktionen

also
—4 —4 1
Qg = = o
7(2k)2(1 — ﬁ) T 4k? -1
agi41 =0
und damit
. 4 >, cos 2kx
]smx| = ; (1—Zm> .
k=1
Fiir x = 0 gilt dabei
S
ak2 -1
k=1

6.6.9 Satz von Fejer
Ist f: IR — IR stetig und 27-periodisch, so gilt

on(z) — f(x) fir n — oo
gleichméfig auf IR. Dabei ist

so(x) + s1(x) + -+ sp(x)
n+1

on(x) =

das n-te Fejer-Mittel.

Beweis: Es ist

su(z) = %/Dk(az—tyf(t) dt.

Damit ist

Tule) = —= o (ZDm —t)) f(t)dt.

Dabei wird
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6.6 Konvergenz- und Approximationssétze
Fiir z = exp(4) ist

kzn::osm«k >> Z 21 = Im (Zz%-i-l)

m(z 422+ 27+ + 22" = Im((1+ 2% + 24 + -+ 22))

n+1 1_Z2n+2
< o) -m ()
1—z Z-z

2n+2 i 1= 22n+2
= Im-—
—92i-Imz 2 Im z

1 2”+2) 1 1—cos((n+1)x)
2 sin 5 T2 sin 5
Also ist ) ) (« 1)
—cos((n+1)x
F = . >0
n(z) 2n + 2 (sin §)2 -
und

onla) = £(0)| = |z [ Fulo =0 (700 = s dt| < o= [ Fuo—0)-1£0) = fla)] e

Noch zu zeigen: Fiir € > 0 gibt es ein § > 0 mit
|f(z1) = flx2)| < e fiir [z1 — 22| <6

(gleichméfige Stetigkeit).

™

1
oala) = £(0)| < 5 [ Fula = 1)-15() = Sl di
1 T+
:%/Fn(:v—t) | () ’dt—f——/—f——/—fl—l-lg—f—lg
z—6 x+6
Schétze nun die I,, ab:
CEé ™
L<— | Bya—t)dt<e —/F z —t)dt
27 T
z—0 -7

= ¢ unabhéngig von x und n
z—0

1
I < o / Fo(z —t)-2M dt,

da |f(t)| < M fir alle ¢ ist. Auferdem ist

1 2

F(l’—t)_2n+2 —5 < ¢ fiir n > no.
sin® &

Dabei ist —7 <t <z — 9§, also x —t > §. Zusammen ist also Is < ¢ fiir n > ng. Mache nun die gleich
Abschétzung fiir I3 und fiir alle Integrale gilt zusammen:

() — f(2)] < 3.
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6 Komplexe Zahlen und Funktionen

6.6.10 Approximationssatz von Weierstral}

Ist f stetig in [a, ], so gibt es eine Polynomfolge (P, ), die gleichméfig auf [a, b] gegen f konvergiert.
Aquivalent hierzu ist, dak es zu € > 0 ein Polynom P gibt mit |f(x) — P(z)| < ¢ in [a, b].

Beweis: Fiir das Intervall [—1,1].

Anderenfalls wird die Funktion f(t) = f(a + b24(¢ + 1) betrachtet. Dann ergibt sich ein Polynom P
mit |f(t) — P(t)| < e in [~1, 1] und fiir das Polynom P(x) = ]5(—1+2ﬁ) ist dann |P(z) — f(x)| < e
fira <z <hb.

Nun der Beweis: f(cost) = g(t) ist stetig auf IR, gerade. Sei o,(t) das n-te Fejer-Mittel fiir die
Funktion g. Es ist 0, — ¢ gleichméfig auf IR, d. h. zu ¢ > 0 gibt es ein ng mit |0, (t) — f(cost)| < e
flir n > ng und ¢ € IR. Da g gerade ist, folgt:

n
on(t) = Z ay, - cos kt fiir n > ng fest
k=0
Frage: Gibt es ein Polynom P,, mit o, (t) = P,(cost)?
Falls ja:
| Py (cost) — f(cost)| < e firn>npundt € R

|Pp(z) — f(z)| <efirn>npund — 1<z <1

Die Existenz von dieses Polynoms wird im folgenden Satz bewiesen. Hier nun 2 Beispiele:
Fir n =1 ist T1(z) = z.
Fiir n = 2 ist cos(2t) = cos?t —sin?t = 2cos?t — 1, also ist Th(x) = 222 — 1.

6.6.11 Satz

Zu jedem n € IN gibt es ein Polynom 7, vom Grad n mit cos(nt) = T,(cost). T;, heift n-tes
Tschebyscheffpolynom.

Beweis: Zeige mit Induktion:
cosnt = Ty, (cost)

und
sinnt = Up(cost) sint mit Polynom U,,.

wn=1% Ti(z) und U;(z) = 1.
w4 1%
cos((n + 1)t) = cos(nt + t) = cos(nt) cost — sin(nt) sint
= Ty (cost) cost — Uy (cost)(sint)? = Tj,(cost) cost — Uy (cost)(1 — (cost)?)

= Th+1(cost)
Tos1(2) = Tu(2) - @ = Un(2)(1 — 2?)

—1 -1
sin((n+ 1)t) = ] (cos(n + 1)t) = n——l—l(TnH(COS t))
-1
= ﬁT;H_l(COS t)(—sint) = Up41(cost)sint
n
1 /

(z)

Unt1 = 1t
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7 Metrische Réium@

7.1 Der euklidische Raum

7.1.1 Definition von IR"”

R"=RxRx---xIR

TV
n-mal

Fir z € R" wird = (21,2, ...,2,) geschrieben. Dies ist ein n-Tupel. Dabei ist z, die v-te Kom-
ponente oder Koordinate von x.

Im IR? wird allgemein das Paar (z,y) statt (z1,z2) benutzt.

Im IR? wird allgemein das Tripel (x,y, 2) statt (z1, 22, 73) benutzt.

Der IR" ist ein Vektorraum (linearer Raum) tiber IR mit

-’E‘I—y: ($1+y1,$2+?/2,'--7$n+?/n)
Az = (Ax1, Axg, ..., Azy) mit A € R

Es ist dim IR™ = n. Die Standardbasis ist
e’ :=(0,...,0,1,0,...,0) mit v =1,...,n
x=(r1,...,2y) =zie' + x9€® + -+ xpe”
0:=(0,0,...,0)
7.1.2 Definition des Skalarproduktes und der euklidischen Norm

Fir z,y € R" heifst z -y := x1y1 + 2y2 + - - - + xnyn Skalarprodukt (Innenprodukt) zwischen x und
y, und ||z|| := v/z - = heifst euklidische Norm von x. Ausfiihrlich:

7.1.3 Eigenschaften des Skalarproduktes

S1
52
S3
S4

x-x>0flirz#0.
(Az) -y = Az -y).
(z+y)-z=z-z2+y-2.

(S1)
(52)
(S3)
(54)

Wersion 4.10 vom 19. Dezember 2002
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7 Metrische Rdume

7.1.4 Cauchy-Schwarz’'sche Ungleichung

(Bunjakowskij)
[z -yl < [y

und ,,=" genau dann, wenn = und y linear abhéngig sind. Anders geschrieben:
2 n n
< (3o (324)
v=1 v=1
Beweis: Trivial fiir x = 0 oder y = 0.

Zunichst fur ||z|| = ||ly|| = 1: Fir t € IR gilt

n
§ 'rl/yV
v=1

0 < o+ tyl?
= (z+ty) - (z+ty)
= |lz|” + 2t(z - y) + t*[|y|?
=1+2t(z-y)+12
=(t+(zy)+1-(z-y)?

Setze nun t = tg := —x - y. Dann ist

1—(z-y)?

0
2<1= - iyl

<
= (z-y)° <

,=" genau dann, wenn z + toy = 0 ist, d. h. wenn x und y linear abhéngig sind.
Allgemeiner Fall: Setze

z )
mzfundmzn = &l =lnll=1

[z -yl = (2 l1€) - (lylim) = llz Iyl € -
<1

=< [l |yl

»,=" genau dann, wenn £ und 7, d. h. z und y linear abhéngig sind.
Beachte: Fiir den Beweis wurden nur die Regeln (S1)-(S4) gebraucht!

7.1.5 Eigenschaften der Euklidnorm

N1) |lz|| > 0 fiir z # 0 (Definitheit).

N2) |[[Az|| = |A]||z| fiir A € R (Homogenitét).

(N1)

(N2)

(N3) [lz +yl < llzll + llyl| (Dreiecksregel).

(N4) |HxH — Hy]H < ||z + y|| (Umgekehrte Dreiecksungleichung) (folgt aus (N3)).
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7.1 Der euklidische Raum

Beweis:
(N3)
lz+yl?=(z+y) (z+y) =z z2+22-y+y-y
(1)
< ||z|* + 2|z - y| + |lylI?
CSU 9 9
< |l + 2|z yll + [yl

= ([l + lly1)?

, =% <=, ="%“bei (1) und CSU
<= -y >0 und z,y linear abhéngig
<= x=0oder y =0 oder y = Az mit A >0

(N4) Esist x = 2 + y — y. Damit ist

(N3)
el =Nz +y) =yl < lz+yll+ I =yl = llz+yl + [yl
Damit ist ||z]| — [|y|| < ||z + y||. Genauso wird |ly|| — ||z|| < ||z + y|| gezeigt und damit folgt die
Behauptung.

7.1.6 Satz des Pythagoras

Fir z,y € IR"® mit -y = 0 ist
Iz +ylI* = [l=[* + |y

(x,y orthogonal, x Ly).

Beweis:
Iz +yl? = lz|* + 22 -y +llyl* = ll2*(| + [ly]*.
=0

7.1.7 Definition: Norm, Normierter Raum

Sei E ein Vektorraum tiber IR. Eine Abbildung |.||: E — IR, x — |z|| heift Norm, wenn sie die Ei-
genschaften (N1)-(N3) hat (Es gilt immer auch (N4)). E, oder genauer (E, ||.||) heift dann normierter
Raum.

7.1.8 Beispiele

(a) Nehme zu E = IR" die Euklidnorm.

(b) Nehme zu E = IR" die Maximumsnorm ||z|| := m%{( |z
v=

Beweis fiir (N3): Fiir festes v =1,...,n ist
20+ gl < o] + [yu] < [J@floo + llylloo

Also ist insgesamt |7 + ylloo < [|Z]/oo + [|¥]]oo-
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7 Metrische Rdume

(c) Nehme zu E = IR" die Summennorm ||z := Y _; |z,
Beweis fiir (N3):

n

n n
|z, + | < 2| + yw|

v=1
SIIVH_I:UV‘

(d) Nehme zu E = C([a, b]) =Raum der stetigen Funktionen [a, b] — IR die Maximumsnorm || f||ec :=
max{|f(t)]: a <t < b}.
Beweis fiir (N3): Fiir a <t < b ist

[f@) +g(®)] < [fO)] + |g(t)]
< [[flloo + llglloo
= 1f 4 glloo < [[flloc + llglloo

(e) Nehme zu E = s = {(an): an, € R, n > 1, (a,) beschréankt} die Supremumsnorm ||(an)|ec =
sup {|an|colonn € IN}.
Beweis fir (N3): Flir n =1,2,3,... ist

|an + bu| < lan| + [ba] < [l(an)loc + [[(bn) o

Damit ist dann ||(an + bp)|loo < |[(an)loo + || (0n)]|co-

7.1.9 Definition: Skalarprodukt

Sei E ein Vektorraum iiber IR. Eine Abbildung F x E — IR, (x,y) — z -y, mit den Eigenschaften
(S1)-(S4) heikt Skalarprodukt auf E (Innenprodukt).

7.1.10 Satz

Ist x - y ein Skalarprodukt auf E, so gilt die Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung und ||z|| := /z - x ist
eine Norm.

7.1.11 Beispiele

1. Sei £ = C([a,b]) mit dem Innenprodukt

b

(flg) == / F(hg(t) dt

a

Dann ist
b b

112 = /<f<t>>2dt, 1 = VIR = /(f(t))th

a a

Es gilt die Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung:

b 2
/f(t)g(t) dt g/(f(t))th-/(g(t)Pdt.

164



7.2 'Topologische Grundbegriffe

Weise die Eigenschaft (S1) nach: (f|f) > 0, falls f nicht die Nullfunktion ist: Sei to € [a, b], so
daf f(tg) # 0 ist. Dann existiert ein § > 0 mit |f(¢)| > k> 0in I = [a,b] N (tg — d,t0 + J) und
damit ist

b
(f1f) Z/(f(t))zdtz k% - Lange von I > 0.

. Sei
oo
E= {(an): Z a’ konvergiert}
n=1
Ist F ein linearer Raum? Zu zeigen ist, daf fir (ay,), (by) € E auch (a, + b,) € E ist. Es ist

(an +b,)% = a2 + 2a,b, + b2. Dies konvergiert, wenn 2a,b, konvergiert, da die anderen Terme
nach Voraussetzung konvergent sind. Es ist

CSU im IR™

N N N
Z|an|' 124 < Z|an|2'2|bn|2
n=1 n=1 n=1

< Z a2 - Z b2 =:C
n=1 n=1
Also konvergiert > |apby|.
n=1
Das Skalarprodukt ist hier:
(@) b)) = 3 anbi
n=1

Aufgabe: Beweise (S1)-(S4) mit Hilfe der Regeln fiir Reihen.
Bemerkung: Der Raum in diesem Beispiel wird ¢? (,,L-zwei“) genannt und

heift £2-Norm.

7.2 Topologische Grundbegriffe

7.2.1 Definition: Metrik, metrischer Raum

Sei M # () eine Menge. Eine Abbildung d: M x M — [0, 00) mit den Eigenschaften
(M1) d(z,y) > 0 fir z # y und d(x,z) = 0 (Definitheit)

(M2) d(z,y) = d(y,z) (Symmetric)

(M3) d(z,y) < d(x,z)+d(z,y) (Dreiecksungleichung)

heift Metrik. Aus (M2) und (M3) folgt

(M4) |d(z,z) — d(z,y)| < d(z,y) (umgekehrte Dreiecksungleichung).

M mit der Metrik d heillt metrischer Raum.
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7 Metrische Rdume

Beweis: Es ist d(z,2) < d(z,y) + d(y, 2), also ist d(x, z) — d(y,z) < d(x,y). Zeige genauso, daf
d(y,z) —d(z,z) < d(y,z) = d(z,y) ist. Zusammen ist dann |d(z, z) — d(y, 2)| < d(z,y).

7.2.2 Beispiele

(1) E sei normierter Raum mit der Norm ||.||. Dann ist d(z,y) := ||z — y|| eine Metrik, insbesondere

(2) R™ mit Euklidmetrik:

(3) IR™ mit Metrik von Manhatten:

n
d(z,y) =) |z — vl = |z =yl
v=1

(4) Metrik des franzosischen Eisenbahnsystems: Wenn man von einem Punkt zum aderen will, muf§
man entweder iiber P (Paris) fahren, oder beide Punkte liegen an der gleichen Eisenbahnstrecke
nach Paris.

(5) Sei (E,].]|) ein normierter Raum. Dann ist

[z =yl
d(z,y) = ————
S Y FR]
ebenfalls eine Metrik, wobei d(z,y) < 1 ist.
Beweise (M1)-(M3) als Aufgabe. Tip zu (M3): t — IL-H ist monoton wachsend fiir 0 <t < oo.

(6) (M,d) sei metrischer Raum und N C M, n # (). Dann ist (IV,d) ein metrischer Raum (N erbt
die Metrik von M).

A Offene Mengen

In diesem Abschnitt bedeuten immer M ein metrischer Raum, d eine Metrik, A, B,C,... C M,
z,Y,a,... € M und r,g,¢e,6,... > 0.

7.2.3 Definition: Offene Kugel

K(a,r) ={x € M: d(z,a) < r} heilt offene Kugel um a mit Radius r > 0.
7.2.4 Beispiel

im IRZ: \
(1) Euklid

(2) Manhatten d(x,y) = |1 — y1| + |22 — y2|
(3) d(z,y) = max(jz1 — p1, |22 — vl) (2)

Hier ist jedesmal die Kugel (K((0,0),1) dargestellt.
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7.2 'Topologische Grundbegriffe

7.2.5 Definition: Innerer Punkt, Inneres, offen

(1) a € A heilt innerer Punkt von A, wenn es eine Kugel K (a,r) C A gibt.
(2) A% = {x: z ist innerer Punkt von A} heikt Inneres oder offener Kern von A.

(3) A heifit offen, wenn A nur aus inneren Punkten besteht.

7.2.6 Beispiel

Im IR™ mit der Euklidmetrik. Behauptung: Fiir a € IR" mit ||a|| =1 und o € IR ist
H={zxeR":a -2 > a}

offen. Seix € H. Dannist a-z=a+ 6 > a.
Behauptung: K(z,d) C H.
Sei { € K(z,6). D.h. { =2+ 6y mit [[y|| <1.Ist { € H?

CSU
= a- . > —
0 E=a-gtda-y > ats—dfal vl >a
=a+4d =1 <1

Also ist £ € H, K(x,d) C H und z ist innerer Punkt.

7.2.7 Satz

(a) 0, M, K(a,r), A° sind offen.
(b) Sind A4,..., A, offen, so ist Ay N---N A, offen.

(c) Ist Ay fiir A € A offen, so ist |J A, offen.
AEA

Beweis:

(a) 0, M offen ist klar.
K(a,r): Sei b € K(a,r). Dann ist 6 = r — d(a,b) > 0.
Zeige: K(b,0) C K(a,r).
Sei x € K(b,0). Dann ist

also z € K(a,r).

AP: Sei a € A%. Dann ist a innerer Punkt von A, also existiert eine Kugel K (a,r) C A. Ist diese
Kugel C A7

Sei b € K(a,r). Dann ist b innerer Punkt von K(a,r), d. h. es existiert ein § > 0 mit K(b,d) C
K(a,r) C A.

Fiir b € A° folgt also K(a,r) C A% d. h. (A4°%)% = AO.

(b) Sei AyN---NA, =A. Wenn a € A ist, existieren 7; > 0 mit K(a,r;) C A; fir j=1,...,m.
Setze r := min{ry,..., 7, }. Dann ist

K(a,r) C K(a,rj) CA;firj=1,...,m,
also ist K(a,r) C A, A ist offen.
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(c) Sei A= |J Ayund a € A, also a € Aj fiir ein A\. Dann existiert ein 7 > 0 mit K(a,r) C Ay C A.
A€A
A ist offen.

Achtung: Sei 4; = {a: eR": ||z < %} =K (O, %) im IR".

ﬂ Aj = {0} ist nicht offen
k=1

7.2.8 Bemerkung

Jede Menge A mit K(a,r) C A fiir irgendein r > 0 heifst Umgebung des Punktes a.

B Folgen

In diesem Abschnitt ist M ein metrischer Raum, a € M und a, € M firn=1,2,....

7.2.9 Definition: Folge

Eine Abbildung IN — M, n — a,, heifit Folge, und wird mit (a,,) bezeichnet. (a,) heift konvergent

gegen A, wenn lim d(ay,a) = 0 ist. Schreibweise: a,, — a fiir n — oo, lim a, = a. Zu jedem ¢ > 0
n—oo n—oo

gibt es ein ny mit d(a,,a) < ¢ fiir alle n > ng.

7.2.10 Eigenschaften

(a) Der Grenzwert ist eindeutig bestimmt.
(b) Aus a, — a und b, — b folgt d(ay,b,) — d(a,b).

(¢) Aus a,, — a folgt d(a,a,) <const. fiir alle n. Konvergente Folgen sind auch beschrénkt, d. h. es
existiert eine Kugel, die alle a,, enthélt.

Beweis:

(a) Gelte a,, — a und a, — b. Dann ist

0 <d(a,b) <d(a,an)+d(an,b) — 0
S——

—0 —0
Also ist d(a,b) =0, d. h. a =b.
(b)

|d(an, by) — d(a,b)| = |d(an, bn) — d(an,b) + d(an,b) — d(a,b)]
< |d(an, by) — d(an,b)| + |d(an,b) — d(a,b)]
< d(bp,b) + d(an,a) — 0
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(c) Seie=1.
Dann ist d(an,a) < € fiir n > ng und d(a,),a) < c firn=1,2,...,n9 — 1. Setze e = max(1,c).
Dann ist a,, € K(a,e) fiir alle n.
Gibt es auch ein r, so daf a,, € K(b,r) fiir alle n ist?

d(an,b) < d(ap,a) + d(a,b) < e+d(a,b) =:r

7.2.11 Beispiel
Nehme C(]a,b]) mit der Metrik d(f,g) := || f — 9llcc = max |f(t) — g(t)|. Dann sind dquivalent:

1. fn — fim Raum, d. h. d(f,, f) — 0 fir n — co.
2. fu(t) — f(t) gleichmékig in [a, b].

Beweis:

»="" Sei ¢ > 0. Dazu existiert ein ng, so daf fiir n > ng gilt:

[fn(8) = FO < [ fn = flloe <e.

Dies gilt fiir a <t < b, d. h. es liegt gleichméfige Konvergenz vor.

»<" Sei € > 0. Dazu existiert ein ng, so dak fiir n > ng und alle ¢ € [a, b] gilt:

() — ful®)| <e
Wegen der gleichméfigen Konvergenz ist f € D([a,b]), also ist

| fn — flloo = max |fu(t) — f(t)] < e fir n > nyg.

7.2.12 Satz

Im IR" (mit Euklidmetrik) sind dquivalent:

1. Die Folge (z("™) konvergiert gegen = = (1,29, ..., Zn).
2. Die Folgen (a:,(,m)) konvergieren fiir v = 1,...,n gegen x,,.
Beweis:
=" Gelte 2™ — 2 fiir m — oo mit x = (x1,...,2p). Dann ist fir 1 <v <n:

20 — | < |2 — || — 0 fiir m — oo,

d. h. x,(,m) — X,

(m)

n<=" Gelte z,, ' — x, flir m — oo und sei x := x1,...,2,). Dann ist
n 2 CSU 2
ot — ol = |30 (a7 =)= ST [l — | — fiwm — oo,
v=1 v=1
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7.2.13 Regeln

Im TIR"™ gelten die folgenden Regeln:
(1) 2™ — 2z e R = Az(™ — Az

(3) 2™ =z M gy = (M) (") 2.9 insbesondere ||z — ||z
Beweis: Fiir (1) und (2): Aufgabe. Fiir (3) in der Globaliibung vom 18. April 1994.

Bemerkung: (1) und (2) gelten in jedem normierten Raum, (3) gilt in jedem Vektorraum mit Ska-
larprodukt.

C Abgeschlossene Mengen

In diesem Abschnitt ist (M, d) ein metrischer Raum, A, B,... C M und a,,a € M.

7.2.14 Definition: Rand, abgeschlossen, Haufungspkt., abgeschl. Hiille

1) A C M heifit abgeschlossen, wenn M \ A offen ist.

(1)
(2) a € M heift Hiufungspunkt von A C M, wenn es eine Folge (a,) in A\ {a} mit a,, — a gibt.
(3) A’ ist die Menge aller Héiufungspunkte von A.

(4) A
(5) 0A = A\ AY ist der Rand von A, die Punkte von 0A sind die Randpunkte.

= AU A’ ist die abgeschlossene Hiille von A.

7.2.15 Beispiel

Sei A ={z: ||z]| <1} im IR™ mit Euklidmetrik.

(1) A ist abgeschlossen, d. h. B =1R" \ A ist offen.

Sei z € B. Dann ist ||z]| =14 ¢ mit § > 0.

Zeige K(x,0) C B: Sei y € K(x,0). Dann ist

lyll=lly—z 4zl =lly—z— ()l =zl - lly -z >1+5-0=1.

Also ist K(z,0) C B, z ist innerer Punkt von B, B ist offen und A abgeschlossen.
(2) Esist A’ = A=A,

Beweis: Sei a € A mit a # 0 und o™ = (1- %) -a # a.

Es ist (™ — a und ||a™)| = |1 — Ll all <1-all =1, d. h. al™ € A.

Also ist a Haufungspunkt von A und damit A C A’

Jetzt ist noch A’ C A zu zeigen:

Sei a € A’. Dann gibt es eine Folge a(™ € A mit o™ — a (bzw. a = lim a(™)) und es ist
m—00

lall = lim [la"™] <1,
m—>oo\‘,_/

<1

170
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d. h.a € A. Also ist A’ = A und damit auch A = A.

(3) Esist A = {z: ||z|| < 1} = K(0,1).
Beweis: K(0,1) C A% ist klar, da K(0,1) C A und K(0, 1) offen ist.
Sei umgekehrt = € A°. Dann existiert ein § > 0 mit K(z,5) C A. Insbesondere ist ||z| < 1.
Wenn ||z|| = 1 ist, setze y = 2(1 + $) und es ist ||y — 2| = §[jz[| < J, d. h. y € K(=,9).
Es ist aber [jy|| = (1 + $)|jz|| > 1, d. h. y ¢ A. Widerspruch!
Somit ist A = K(0,1). Also gilt 04 = {z: ||z| = 1}.

7.2.16 Aufgabe

Es ist bereits gezeigt, dak H = {z: a-z > o} fir a € R", |lal| = 1 und o € R offen ist. Zeige:
H ={z: a-z > a} ist abgeschlossen. Bestimme die Haufungspunkte, das Innere und den Rand.

7.2.17 Satz

(a) 0, M, A’, A und OA sind abgeschlossen.
(b) A abgeschlossen <= A'C A < 0ACA < A=A

(¢) a € M ist Randpunkt von A <= Es gibt Folgen (a,) in A und b, in M \ A mit a,, — @ und
b, — a.

(d) Sind Ay, ..., A, abgeschlossen, so ist auch A; U---U A, abgeschlossen.

(e) Sind A, fir A € A abgeschlossen, so ist () A, abgeschlossen.
AEA

Beweis:

(a) 0 und M Klar.
Beweis fiir A. Esist A= AUA’. Sei B= M\ Aund b € B.
Es gilt: b ¢ A und b ¢ A’. Also existiert keine Folge (a,) in A mit a, # b und a,, — b. Dann
existiert auch keine Folge (ay) in A mit a,, — b,
d. h. es existiert € > 0 mit K(b,e) N A =0 und K(b,e) N A" = 0.

Es ist also K(b,e) C B, d. h. b€ BY. B ist offen, A ist geschlossen.

(b) Zeige hier: A ist abgeschlossen <= A=A
= A=A, also ist A abgeschlossen.
=" Zeige A = A.
LC Esist ACAUA = A
22 Seia€ A=AUA. Dannist a € A (0.k) oder a € A’.
Sei also a € A, d. h. es existiert ein Folge (a,) in A mit a,, # a und a, — a.
Wire a ¢ A, dann wire a € B = M \ A. Dabei ist B offen.
Somit gibt es € > 0 mit K(a,e) C B.
Fir n > ng ist dann d(ap,a) < ¢, d. h. a, € K(a,e) € B = M \ A. Dann wéren die

an ¢ A. Widerspruch zu a, € A.
Also mufl a € A sein.

171



7 Metrische Rdume

(c) »=": Seia € dA = A\ A°. Dann ist a € A’ oder a € A.
Fiir a € A’ existiert eine Folge (a,) € A\ {a} mit a, — a.
Fir a € A\ A’ Setze a,, = a.
Da a ¢ A°, folgt daR zu jedem & > 0, z. B. zu ¢ = % existiert eine Folge b, ¢ A, aber
d(a,by) < L.

»<="1 Sel ap, € A mit ap, — a (1) und b, ¢ A mit b, — a (2).
Aus (1) folgt a € A’ oder a € A, also a € A.
Aus (2) folgt a ¢ A°.
Zusammen gilt: a € A\ A = 9 A.

(d) Nach deMorgan gilt:

M\ (A U---UAp)=(M\A)NM\ A2)N---N(M\ A,,) ist offen.

offen

(e) Ebenso gilt:

M\ (ﬂ A)\> = UM\AA ist offen.

AEA AEA offen

7.3 Kompakte und vollstandige Raume

7.3.1 Definition: Kompakt

Sei (M, d) ein metrischer Raum und A C M. A heiflt kompakt, wenn jede Folge in A eine konvergente
Teilfolge mit Grenzwert in A besitzt.

7.3.2 Satz

Kompakte Mengen sind abgeschlossen und beschrénkt, d. h. zu a € A existiert ein r > 0 mit d(z,a) <
r fir alle x € A.

Beweis: Sei a € A, d. h. es existiert eine Folge (a,) in A mit a,, — a. Nach Definition ist aber
a € A und damit A’ C A. A ist abgeschlossen.
Zeigen noch: r := sup{d(z,a): z € A} < occ.
Es existiert ein Folge (x,,) in A mit d(x,,a) — r.
Es existiert ein konvergente Teilfolge (z,, ) mit z,, — = € A.
Damit ist r = klim d(xp,,a) =d(z,a) € R, d. h. r < o0.
— 0

7.3.3 Beispiel

b
Sei M = C([a,b]) mit d(u,v) := \/f(u(t) —u(t))?2dt = |ju —v|| und A = {u € C([a,b]): |lul]| < 1}.

A ist beschrankt.v’
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A ist abgeschlossen: Sei u € A’, d. h. es gibt eine Folge u,, € A mit u, — u, u stetig (u € M) und es
ist

b

/(u(t))th = lim |ju,| <1,
] TL—>OO\<1_/

[ull =

d. h. uw € A. Also ist A abgeschlossen.

A ist nicht kompakt (zeige dies hier fiir das Intervall [a,b] = [—7, 7]): Setze
(1) = —=-sinnt
un(t) = - sin nt.
" 27
Dann ist
1
HUnHQ = / %(Sinntf dt =1

und

s
1
tn — | =1+ 2% /(sinnt) - (sinmt)dt +1 =2

=0 fiir n#m
lun = um = V2

keine konvergente Teilfolge u,, kann existieren, sonst

0 |[ttn+q — tn, || = V2 Widerspruch

7.3.4 Satz von Bolzano-Weierstral}

(a) Im IR™ ist jede beschrinkte und abgeschlossene Menge kompakt.
(b) Im IR"™ besitzt jede beschrankte Folge eine konvergente Teilfolge (siehe auch [Z33:3], Seite 20).

Beweis:

(a) Sei A C IR™ beschréinkt und abgeschlossen und (z(™) eine Folge in A. Nach (b) existiert eine
konvergente Teilfolge (")) mit 2("™) — 2 € AU A’ £ A d h Aist kompakt. Dabei gilt ®, da
A abgeschlossen ist.

(b) Induktion nach der Dimension n:
n = 1: Siehe P:3.3] Seite

n—n+1: Seiz € R"™ 2 = (21, 20,...,Zn41).
Setze y = (29, ..., Tn11) € R™. Spalte die Folgenglieder 2™ auf in 2™ = (mgm), (™)) mit
azgm) € R und ™ € IR". Dann ist

m 2
I ey < 1 ety = 4f (57 5 I

(y(m)) ist beschrankt im IR", hat also nach Induktionsvoraussetzung eine konvergente Teil-

folge (y™*). Die reelle Folge (xgmk)) ist beschrankt durch |z;| < ||z]|, d. h. es existiert eine

konvergente Teilfolge (z; 7). (y(mkf )) konvergiert, also konvergiert (x(mkj)) auch.
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Bemerkung: Spiter wird einfach gesagt: ,,OBd sind beschrankte Folgen im IR™ auch konvergent.*

7.3.5 Definition: Cauchyfolge, vollstindig, Banachraum

Eine Folge (z,,) im metrischen Raum (M, d) heift Cauchyfolge, wenn es zu jedem £ > 0 ein ng gibt
mit d(xp, T,) < € fir n > m > ng. M heifst vollstdndig, wenn jede Cauchyfolge in M konvergent ist
(mit Grenzwert in M). Ein normierter Raum (E, ||.||) heift vollstindig oder Banachraum, wenn er

mit

der Metrik d(z,y): ||z — y|| vollstandig ist.

7.3.6 Beispiele/Bemerkungen

(a)

(b)
(c)

Jede konvergente Folge ist Cauchyfolge.
Beweis: Sei x,, — z. Dann ist

d(xn, Tm) < d(xn,z) +d(z, 2) < € fir n >m > ng
——

N——
<e/2 <e/2
n>ng m>ng

R mit |.| ist Banachraum (Cauchykriterium).

IR" ist ein Banachraum (vollstdndig mit Euklidnorm).
Beweis: Sei ((™) eine Cauchyfolge. Dann ist fiir v = 1,...,n

l2(m) — 20| < |20 — W) < ¢ fiir m > k > ko.

Also sind (ml(,m)) Cauchyfolgen in IR mit ;r,(,m) —x, firm—>ocound v =1,...,n.
Zusammen ist dann z(™) — z = (z1,..., x,).

C([a,b]) mit ||ullcc = max |u(t)| ist ein Banachraum.
a<t<b

Beweis: Sei (uy) eine Cauchyfolge, d. h. zu € > 0 existiert ein ng mit

[tn, (1) — U ()] < ||t — Umlloo < € fiir n > m > ng und a < ¢ < b.

Also konvergiert u,, gleichméfig gegen die Grenzfunktion u € C([a, b]).
Noch zu zeigen, daf u,, — u in der Norm: Aus [Tl folgt:

[un (t) — um (t)| < e.
Fiir n — oo gilt damit
|u(t) — um(t)| < e fiir m >ngp, a <t <b.

Also ist
lu — upm || < e fiir m > nyg,

d. h. 4y, — v im Raum (in der Norm).

[b
C([a,b]) mit |lul| = {/ [ (u(t))?dt ist kein Banachraum.
Beweis: Fiir das Intervall [0, 1]: Setze

(0 =13 firl/n<t<1
up(t) = .
nl/3 fir0<t<1/n

2301 heifien: ,,Ohne Bedenken des Autors.“
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Sein nun n > m. Dann ist

1/m 1/n 1/m
Uy, — U ||? = U (t) — um () dt = n'/3 — m/3)2 qt + =13 /32 gy
I |

0 0 1/n

1/m
1 ) 1/m
<Ly / (17132 gt = =13 4 g1/3
n 1/n 1/n

3
<n VB 43 .m™V3 <am™V3 < e fiir m > <%> .
€

Also ist (uyp) eine Cauchyfolge.

Zeige nun, daf /u,) nicht in C([0,1]) konvergiert.

Annahme: |Ju, — ul| — 0 fiir n — oo fiir ein u € C([0,1]). Dann gibt es zu € > 0 ein ng mit
|lun, — ul| < e fiir n > ng.

Sei nun § € (0,1) beliebig und n so grof, daf 1 < 4 ist.:

1

1
/(t1/3 —u(t))?dt < /(un(t) —u(t))?dt < &
0

0

Es ist also u(t) = t~/3 in [6,1], d. h. u(t) = t~/3 in (0, 1], aber es ist u ¢ C([0,1]). Widerspruch!
Also konvergiert u nicht in C(]0, 1]).

7.4 Stetige Funktionen

7.4.1 Definition: Stetigkeit

Es seien (M, d) und (N, ¢) metrische Rdume und f: M — N.

(1) f heifst stetig im Punkt 29 € M, wenn es zu jedem & > 0 ein 6 > 0 gibt mit

o(f(z), f(zo)) < e fiir alle z € M mit d(z,z¢) < 6.
-

[Aquivalent ist: f(K(xq,0)) C K(f(x0),¢).]
~—— S—
cM CN

(2) f heifst stetig (in M), wenn f in jedem Punkt zog € M stetig ist.
(3) f heift gleichméfig stetig, wenn es zu jedem & > 0 ein § > 0 gibt mit
o(f(z), f(y)) < e fiir x,y € M mit d(x,y) < I.

Vergleiche auch mit den entsprechenden Definitionen in IR: B2] auf der Seite B0 und B2.101 auf der
Seite Seite B3l

7.4.2 Bemerkungen

(a) Sei f: M\ {xz0} — N.
lim f(z) =yo:<= zu jedem £ > 0 gibt es ein § > 0 mit

T—x0

o(f(z),yo) < e fur alle x € M mit d(x,z9) < I, T # xo.
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(b) fist in zq stetig
<= fiir jede Folge (z,,) in M \ {0} mit x,, — o hat (f(z,)) einen Grenzwert. Der gemeinsame
Grenzwert ist dann lim f(z).
T—x0

(vgl. Folgenkriterium, B3l auf Seite (A7)

7.4.3 Beispiel

Sei f: IR?\ {(0,0)} — IR mit

x| -1yl .
=——>"f > 0.
f(xvy) 1’2+y2 ur OZ,,B
Behauptung:
lim =0<«= a+06>2
(z,y)—(0,0)

und der Grenzwert existiert nicht fir a + 8 < 2.

Beweis: Sei t = max(|z|, |y|). Dann ist

2] - [y]?
|f(z,y) — 0] = P
ot
S t—2
=22 L 0 falls o+ 8 — 2 > 0 fiir (x,y) — (0,0)

Sei nun a + B < 2. Dann ist

f(.0) =0
f(0,y)=0

a+p
fla,) = T = Lppoeie

z—0 % fira+p8=2
—_—
+oo flira+p8<2

Also existiert der Grenzwert nicht.

7.4.4 Komposition

Seien (M, d), (N, ) und (P, o) metrische Rdume, g: M — N sei stetig in 29 € M und f: N — P sei
stetig in yo = g(xp). Dann ist h = fog: M — P, h(z) := f(g(z)) stetig in zg.

Beweis: Wie in 322 (e), Seite

7.4.5 Satz

Sei M CR", f: M — R", R" mit der Euklidmetrik und f = (f1, f2, ..., fm)-
f ist genau dann stetig in £ € M, wenn alle f,: M — IR in £ stetig sind.
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7.4 Stetige Funktionen
Beweis:
2= Firv=1,...,n gilt:

[fu(@) = fu(©) < N1f (=) = FE)

<efir [z —-§| <dreM

Also ist f, stetig in &.

If(x |<Z|fu £(8)

<e/m

fiir |z — &|| < 6,
Gilt nun ||z — ¢|| < 6 = min{d,: v =1,...,m}, dann ist

Hf ||<Z|f1/ |<€

7.4.6 Regeln fiir Funktionen vom Typ IR"” — IR™

Sei M CRR", f,g: M — IR™, £ € M und f, g stetig in £ (in ganz M). Dann ist
(a) f+g

(b) AMf fir A e R

(c) das Skalarprodukt f-g= fig1 + -+ fimgm

stetig in £ (in ganz M).

Beweis: Wie in IR, siche B.2.2 auf Seite EQ.

7.4.7 Satz

Ist A C M kompakt und f: A — N stetig, so ist f(A) C N kompakt.

Beweis: Sei (y,) Folge in f(A), d. h. y, = f(z,,) mit einem xz,, € A. Dann ist (z,) Folge in A und
es existiert eine konvergent Teilfolge x,, — £ € A. Dann gilt wegen der Stetigkeit von f fiir £ — oo

7.4.8 Satz vom Minimum und Maximum

Sei A C M kompakt, f: A — IR sei stetig. Dann gibt es x,,z* € A mit
f(zs) < fx) < f(z¥) fur alle x € A.

Vergleiche auch mit B:22.4] auf Seite B
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7 Metrische Rdume

Beweis: Da A kompakt ist, ist auch B = f(A) kompakt. Zeige nun noch (als Aufgabe): Aus der
Kompaktheit von B C IR" folgt max B € B und min B € B.
Idee: Nehme Folge b,, € B mit b,, — sup B. sup B < o? sup B € B? = max.

7.4.9 Definition: Aquivalenz von Normen

Sei E ein Vektorraum {iber IR. Zwei Normen ||.||o und ||.||s heiken &quivalent, wenn es A > 0 und
B > 0 gibt mit

|z]|g < Bl|z||o und [|z|o < Al|z||g fiir alle z € E.

7.4.10 Beispiel
Sei E = IR"™ mit der Euklidnorm ||.|| und der Summennorm ||.||;. Dann ist
el =1 la] < ([ D 124D 2l =vn-|z|
v=1 v=1 v=1
und
]l < ]l
7.4.11 Satz

Im IR™ sind alle Normen &quivalent.

Beweis: Fiir Die Euklidnorm ||.|| und eine beliebige Norm |.|x.
Sei "1 = {z € R": ||z|| = 1} die ,Oberfliiche der Einheitskugel.
Sei f: S"! — R mit f(z) = |z|y. Behauptung: f ist stetig:

[f(@) = F)l = llzly = lyln | < o =yl

n

Z(xl/ - yu)ey

v=1

mit ¥, dem v-ten Einheitsvektor

Wiihle fiir € > 0 nun § = §&. Dann hat f Minimum/Maximum auf S"~':
0<m< f(z) <M < oo auf X" 1.

m-||z| < |z|y < M - ||z| fir z € SPL.
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7.4 Stetige Funktionen

Sei nun = # 0, v € IR". Setze £ = ﬁ € S"~L. Dann ist [¢|y < M und

1
_— x
]

1
= o0 |$|N’
N |||

X

M > ¢y = 7

N

also
|z|y < M - ||z| fir z € IR™\ {0} (auch fir x = 0)

Zeige genauso: |z|n > m - ||z|.
7.4.12 Bemerkung
Die Begriffe ,innerer Punkt®, ,Haufungspunkt®, ,Randpunkt®, A%, A, A’, 0A, ,Konvergenz von Folgen"

und ,Stetigkeit von Funktionen® sind unabhéngig definiert von der verwendeten Norm (dies gilt fiir
alle endlich dimensionalen Raume).

7.4.13 Beispiel

Betrachte den Raum C/([a, b]). Die Normen

Julloe = ma, )] und [ul] =

sind nicht &quivalent!

Beweis: Hier konkret fiir das Intervall [a, b] = [0,1]: Es ist

1

2 _ 2 1y < 2 _ 1112
Jull? = [ ((®)? dt < gus (O = ]
0

also ist ||u|l < [|ullco-
Dagegen ist ||u]|oo < C - |Ju|| fir alle w € C([0, 1]) nicht moglich.

Annahme: Ein solches festes C > 0 existiert doch. Setze

Es ist
HunHoo =nl/?
und
1 1
Jun? < /t_2/3 dt = 3tV/3| =3,
; 0
also ist

lunll < V3

und es muf gelten:
n'3 = Jlup oo < Cllun| < Cv/3 Widerspruch!
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7 Metrische Rdume
7.5 Mehr iiber stetige Funktionen

7.5.1 Satz von Heine

Ist A C M kompakt und f: A — N stetig, so ist f gleichméfig stetig (vergleiche auch mit B22.12]
Seite B4]).

Beweis: Annahme: f: M — N [(M,d) und (N, g)| ist nicht gleichméfig stetig.

Zud =1, %, %, e ,% existieren die Folgen z,,y, € A mit d(zy,yn) < %, aber mit o( f(zy), f(yn)) >
n > 0.

OBdA sei (z,) konvergent (Kompaktheit, anderenfalls wéhle konvergente Teilfolge):

Tp, — 2 € Aund y, — x.

0 <0< o(f(zn), flyn)) 2B,

o(f(x), f(x)) = 0 Widerspruch!

7.5.2 Satz iiber die Umkehrfunktion

Sei A C M kompakt, f: A — N sei stetig und injektiv. Dann ist f~1: f(A) — A stetig (siehe auch
Seite [(2]).

Beweis: Seiy € f(A) mit y = f(x), z = f1(y).
Zeige: lim f~Y(y,) = x = f~1(y) fiir jede Folge (y,) in f(A) mit y, — y.
n—oo
Setze x, = [~ (yn). (zn) ist Folge in A. Sei (z,, ) eine konvergente Teilfolge mit x,,, — 2’ € A. Dann
ist

f(@) = lim f(z,) = lm yo, =y.

Da f injektiv ist, ist 2/ = x. Dann gilt sogar (denn alle z,, — z): =, — .
Wenn f~! nicht stetig sein soll, dann existiert eine Teilfolge () mit

d(z,rp;) >n>0fiir j =1,2,3,...

(zn,) hat eine konvergente Teilfolge (zy,, ), die auch Teilfolge von (zy) ist. Damit ist z,, — = fiir
j — oo. Also ist
0 <n <d(z, 2y, ) — 0 Widerspruch!

7.5.3 Definition

Seien fp, f: M — N gegeben (n = 1,2,...). f, heift gleichméfig konvergent gegen f, wenn es zu
jedem € > 0 ein ng € IN gibt mit

o(fn(zx), f(x)) < & fiir n > ny und fiir alle z € M.
Siehe auch 3.3.1] Seite B4l
7.5.4 Satz

Gilt f, — f gleichméafig und sind alle f,, stetig [in £ € M oder in M|, dann ist auch f stetig (siehe
auch B.3.4] Seite [50).
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7.5 Mehr tiber stetige Funktionen

Beweis: Wie bei f,: [a,b] — IR.

7.5.5 Banachscher Fixpunktsatz

Sei (M,d) ein vollstdndiger metrischer Raum und 7: M — M eine Kontraktion, d. h. zu einem
q € (0,1) ist d(Tz,Ty) < q-d(x,y) fir alle x,y € M.

Dann hat T genau einen Fixpunkt x* mit x* = Tx*.

Ist 9 € M beliebig und x,+1 = T'x,, so ist

d(z1,z0)

)

insbesondere gilt x,, — z*. Man nennt (x,,) Folge der sukzessiven Approzimation.

Beweis:

Eindeutigkeit: Sei z = Tx und y = T'y. Dann ist
d(z,y) = d(Tz,Ty) < q- d(z,y).

Damit ist dann
(1—q)-d(z,y) <0.
>0

Es ist also d(z,y) =0, d. h. x = y.

Existenz: Sei zg € M und x,,,1 = Tx,. Fiir n > 2 gilt dann:
d(l"m xn—l) = d(Txn—la T-fUn—Q) <q- d<xn—17 xn—2)-

Mit Induktion gilt dann: d(zp, z,—1) < ¢* ' - d(21, z0).
Sei nun n > m beliebig. Dann ist

n

d(zn,om) < Y d(zj,m50) <d(zo,71) Y ¢

g=mtl <gi—ld(z1,20) g=m+l
n—m-—1 1
= d(zo,71)q"™ kzo ¢" < d(xo,x1)q"™ - T—¢

Also ist (z,) eine Cauchyfolge.
Gelte nun z,, — z*. Fir n > m gilt

d(zo, x1)
d(zp, xm) < ———— ¢
(T, Tm) < -
und fir n — oo ist dann J
d(z*, xy,) < dz0,21) o
1—¢q

Gilt nun z* = Tx*?

. T ist steti .
Tz* =T ( lim .Z‘n> =8 Jim

Tz, = lim x,,1 = 2"
n—oo n—oo

n—~oo
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7 Metrische Rdume

7.5.6 Beispiel: Fredholmsche Integralgleichung

Sei g: [a,b] — R stetig und sei k: [a,b] X [a,b] — IR stetig. Sei

b
f(2) = glz) + / k() (y) dy (7.2)

Gesucht ist f € C([a,b]) mit (Z2).

Behauptung: Gilt max{|k(z,y)|: a« < z,y < b} < ﬁ, dann hat (Z2) genau eine Losung f €
C([a,b]).

Beweis:

(1) Zeige: Aus f € C([a,b]) folgt, daR f(z) = jzk(:n,y)f(y) dy stetig ist in [a, b].
Beweis: Sei ¢ > 0. Da k gleichméfig stetig ist, gibt es ein § > 0 mit
\k(z,y) — k(2 y)| <efira<y<b a<z,a <b |z—12'|<d.
Aufserdem ist |f(x)| < M in [a,b].

b

/ (k(z,y) — k(') f(y) dy

a

b
< / k(z,y) — k(2 )| -M dy

a <e fur |z—z'|<é

|f () = fa') =

<M-e(b—a)=M({b—a)-c

(2) Setze

mit T: C([a,b]) — C([a,b)]).
(3) C([a,b]) mit ||f]leo := max |f(x)| ist vollstindig.

a<x<b

(4) Ist T eine Kontraktion?
Nach Voraussetzung existiert ein ¢ € (0,1) mit |k(z,y)| < 52 fiir alle (z,y).
Seien f, ¢ € C(]a,b]):

e <% <llf—elloo

q — gl f—
< g llf = ¢lleo(b—a) = allf = ¢l

Also ist
ITf —Tolloo < qllf —¢lloo
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7.5 Mehr tiber stetige Funktionen

Die Bedingungen fiir den Banachschen Fixpunktsatz sind also erfiillt.
Um die Fixfunktion f* anzunéhern, wiahlt man ein beliebiges fy € C([a, b]) und berechnet iterativ

b
fusa () = 9(z) + / k(2. 9) fuly) dy.

Dabei gilt als Fehlerabschétzung fiir a < z < b:

) — (o) < M=l g

7.5.7 Beispiel: Der Satz von Picard-Lindelof
Sei f: [a,b] x R — IR stetig und

]f(t,u)—f(t,ﬂ)| SL|U—’L_L|

fir a <t <bund u,u € R.
Gesucht ist die Losung fiir das Anfangswertproblem (AWP)

u' = f(tvu)v u(a) = .
Fiir die Losung u gilt: u € C([a, b]) mit

u'(t) = f(t,ut)), ula) =a e R.
Behauptung: (AWP) hat genau eine Losung.

Beweis: (AWP) ist dquivalent zu der Integralgleichung (IGL)

u(t) =a+ /f(s,u(s)) ds,

denn fiir eine Lésung u € C([a, b]) von (AWP) gilt:

u(t) —u(a) =u(t) — «
/u'(s) ds

[ #s.uts) ds

a

u ist also auch Losung von (IGL).
Sei nun u € C([a, b]) Losung von (IGL):
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7 Metrische Rdume

Da u € C([a,b]) ist, ist f(s,u(s)) stetig in [a, ].
b
Also ist [ f(s,u(s))ds stetig differenzierbar, d. h. auch w ist stetig differenzierbar.
Es ist ‘
au(t) = f(t,u(t)) und u(a) = a.
Damit ist die Aquivalenz von (AWP) und (IGL) gezeigt.

Definiere nun 7' mit

C(la, b)) — C([a,b])

Tl@oo =ax [seuenas

Besitzt T genau einen Fixpunkt? Versuche dies mit Hilfe des Banachschen Fixpunktsatzes zu zeigen.
Definiere dazu folgende Norm auf C([a, b]):

[ull = gggb{IU(t)l -exp(—2L(t — a))}

(Nachweis der Normeigenschaften als Aufgabe).
Behauptung: T ist eine Kontraktion mit ¢ =
Seien u,v € C([a,b]). Dann ist

1
5

t

[(Tu)(t) = (Tw)(t)] = /(f(&U(S)) — f(s,0(s))) ds

S/U@wwD—H&N@M%

SLlu(s)—v(s)|

< L/ lu(s) — v(s)| - exp(—2L(s — a)) -exp(2L(s — a)) ds
a Sllu—v]l

exp(2L(s — a)) |’

< L= SR
xp(2L(t —
< Lfju v S22 Z)
-] exp(ZLQ(t —a))
Also ist
[(Tu)(t) — (Tw)(t)| - exp(—2L(t — a)) < %Hu — v
und damit

[T~ Tol) = maxc{|(Tu) (t) ~ (T)(1)] - exp(~2L(t — )} < llu— ]|

Fiir den Banachschen Fixpunktsatz fehlt noch die Vollsténdigkeit von C([a, b]) mit der Norm ||.||.
Zeige, dak ||.|| &quivalent zu ||.||co ist.
Es ist

lull < Julloo,
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7.5 Mehr tiber stetige Funktionen

da exp(—2L(t — a)) < 1 in [a,b]. Auferdem ist
u(t)] - exp(=2L(t — a)) = |u(t)] - exp(=2L(b - a))

(

Damit ist
lu(t)] < Clu(t)| exp(—2L(t — a)) < Clul|.

Da dies fiir a < ¢t < b gilt, ist
[ulloo < Cllufl-

Insbesondere gilt:
[tun = Um|loo < Clltn — |
[tun = um|| < [lun — tm|oo-

Also ist der Raum vollstdndig, der Banachsche Fixpunktsatz kann angewendet werden, d. h. T hat
genau einen Fixpunkt.

7.5.8 Konkretes Beispiel fiir den Satz von Picard-Lindelof

Gesucht ist u € C([0,%]) mit
v =t+u und u(0) =0 in [0, o] x IR.
Hier ist f(t,u) =t + u.

Setze L = 1 und berechne u nach dem folgenden System:
Wiéhle ug € C([0,to]) und berechne dann sukzessive

¢ t
t2
Upr1 = /(s + up(s))ds = 3 + /un(s) ds.
0

0

Speziell: 'Wiéhle ug(t) = 0. Dann ist

12
2
UQ(t) = 5 + ﬁ
(t)—t2+ 43 . A
BTy Ty 3T 23
(t) B t2 N t3 N N tn+1
tn 2 2.3 2.3.. . (n+1)
Zeige dies fiir u,(t) per Induktion.
Es gilt:
n+1 ,;
4
wn(t) = > i
j=2
1 !
u(t) = e —1-—t

Fihre eine Probe durch:
Esist v/ =e' — 1 und ¢ +u = €' — 1, die beiden sind also gleich. Auferdem ist u(0) = 0.
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7.5.9 Definition

Sei (M, d) ein metrischer Raum, A C M, A # () und (O)) sein ein System von offenen Mengen mit
O, C M fiir A € A.
m

(Ox)aen heikt offene Uberdeckung von A, wenn A C | O, ist. Gilt bereits A C O,,; fiir gewisse
AEA j=1
Aj, so heift (OAJ. )j=1,...m €ine endliche Teiliiberdeckunyg.

7.5.10 Beispiel

Sei A= (0,1]CRund I, = (1,2) firn=1,2,...
Es gilt (0,1] € U (£,2) (Aufgabe!)
n=1

und (7,,) enthiilt keine endliche Teiliberdeckung, denn sonst wére

mor 1
0,11 C ~2)=(=.2) Wid h!
(7]—U(j7> (m’) iderspruc

Jj=1

7.5.11 Satz von Heine-Borel

A C M ist genau dann kompakt, wenn jede offene Uberdeckung von A eine endliche Teiliiberdeckung
enthalt.

Beweis:

w1 Zu zeigen ist: (xy,) hat eine konvergente Teilfolge (xy,, ) mit z,, — = € A.
Widerspruchsbeweis:
Sei (x,,) eine Folge in A, die keine konvergente Teilfolge mit Grenzwert in A hat.
Sei a € A. Dann existiert ein r(a) > 0, so dafs

hochstens ein z,, enthélt.
(K(a))aea ist eine offene Uberdeckung von A. Es werden aber unendlich viele U, benétigt, um
{zy,: n € IN} zu iiberdecken, also auch fiir A. Widerspruch!

=" Sei A kompakt und (Oy)aea eine offene Uberdeckung.
Sei nun a € A und

A — R
T .
r(a) :=sup{o <1: K(a,p) C O, fiir ein A € A}

Behauptung: r ist stetig.
Beweis: Sei x € A fest. Dann gilt 0 < ¢ < r(z) und d(y,z) < r(x), d(z,y) < o.
Suche nun eine Abschéitzung

Setzt man § = d(z,y), so gilt
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Also ist

=r(x) <r(y) +d(z,y)

—r(z) —1r(y) <d(z,y).

Dies gilt auch, wenn d(z,y) > r(x) ist (trivial!).
Genauso gilt auch
r(y) —r(z) < d(z,y).

Damit gilt dann:
|r(z) — r(y)| < d(x,y) Bedingung fiir die Stetigkeit
Also ist r stetig.
Da A kompakt ist, hat r ein positives Minimum= 2 - rg.
Zu jedem x € A existiert ein A mit
K(z,7r9) C O,

Also ist (K (x,70))zea eine offene Uberdeckung von A.

Zeige nun noch, dafs (K (x,70))zea eine endliche Teiliiberdeckung enthélt und damit auch (O))
selbst.

Annahme: Es gibt keine endliche Teiliiberdeckung.

Sei zp € A beliebig. dann existieren: z1 € A\ K(xq,70)

o €A \ (K(.%'o, 7“0) U K(xl, 7’0))

Ty € A\ (K(zo,r0) U---UK(zp-1,70)).

(zy,) ist eine Folge in A.

Fiir n > m gilt dann d(xy,, x,) > 1o und x, # K(zpm,r0)-

Es gibt also keine konvergente Teilfolge in A. Widerspruch!

Also enthélt (K (x,7r0))zeca eine endliche Teiliiberdeckung und (O)) enthélt ebenfalls eine end-
liche Teiliiberdeckung.

7.6 Zusammenhang

In diesem Abschnitt ist (M, d) ein metrischer Raum, insbesondere meistens IR™ mit der euklidischen
Metrik oder IR mit dem absoluten Betrag |.|.

7.6.1 Definition: Partition, zusammenhangend
Sei ECM,E+#@und A,BC M.

(A, B) heift Partition von E, wenn gilt:
(1) A und B sind offen

(2) ECAUB

(3) ENANB=1

(4) ENA#(Ound ENB #0.

E heilst zusammenhdngend, wenn es keine Partition von E gibt.
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7.6.2 Anschauliche Beispiele

(a) Intervall in IR: I
(b)

(c)

Mit Rand Ohne Rand

zusammenhéangend nicht zusammenhéngend

7.6.3 Bemerkung

In der Definition des Zusammenhanges kann man ,,offen durch ,abgeschlossen ersetzen.

Beweis: Setze A= M\ Aund B= M\ B.

A und B sind offen, wenn A und B abgeschlossen sind.
(A, B) ist Partition von F; A und B sind abgeschlossen.
Zeige: (fl, B) ist Partition von E.

(1) A und B sind offenv’

(2) Esgilt EC AUB, E¢ Aund E ¢ B (wegen (3), (4))
= F C AUB, denn
xEE:>{ xeA:>a:¢B:>a:€B;
reEB=>x¢A=>zxcA
(3) Seiz e ENANB.
Dannist x € E, x ¢ Aund z ¢ B.
Das heift, es gibt ein x € E mit x ¢ A und = ¢ B.
Dies ist ein Widerspruch zu (2), also kann es so ein x nicht geben.
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(4) Sei ENA =0 und sei z € E.
Dann ist z € M\ A = A fiir alle z € E.
Das heift, dal E C A ist. Widerspruch zu (3) und (4),
da ) # ENB C EN AN B Widerspruch zu (3).

7.6.4 Definition: Gebiet

Eine offene und zusammenhéngende Menge heifst Gebiet.

7.6.5 Satz

Ist f: E — N [(N,p) sei dabei ein metrischer Raum| stetig und E zusammenhéngend, so ist f(E)
zusammenhéangend.

Beweis: Annahme: (A, B) sei Partition von f(E).
Zuy = f(z) € Aund zu £ > 0 existiert ein § > 0 mit

f(K(z,0)NE) C K(y,e), 6 =d(g,x) = 0(x) fiir festes e

A= U K(z,6(x)) ist offene Menge
fz)eA offen
Genauso:
B = U K(x,6(x)) ist offene Menge
f(@)eB offen
Ist (A, B) Partition von E?
(1) A und B sind offenv’
(2) v nach Konstruktion

(3) Seix e ENANB
Dann ist f(z) € A und f(z) € B
Also ist ANB # 0
Daraus folgt, daR AN BN f(E) # 0 ist. Widerspruch zu (3)
Alsoist ENANB = 0.

(4) Wire ENA =10, also £ C B, ) )
dann wire B O f(BNE) = f(F). Widerspruch! zu (3) und (4)
Also ist EN A # () und genauso EN B # ()

Zusammen ist (A, B) damit Partition von E. Widerspruch! zu: E ist zusammenhéngend. Es gibt also
keine Partition von f(FE), d. h. f(F) ist zusammenhangend.

7.6.6 Zwischenwertsatz

Eine Menge FE ist genau dann zusammenhingend, wenn jede stetige Funktion f: £ — IR die Zwi-
schenwerteigenschaft hat, d. h. wenn f(E) ein Intervall ist.

189



7 Metrische Rdume

Beweis:

<" Sei E nicht zusammenhéngend und (A4, B) Partition von E.

Setze
0 e ENA
[ E-R, f(x):{l reENDB
f(E) ={0,1}

Behauptung: f ist stetig.

Seiz. B.zg € ANE, f(xg) =0.

Dann existiert ein 6 > 0 mit K(z9,0) C A, da A offen ist.

In K(z9,0) N Eist f(z) =0, also ist f stetig in .

Da f(E) = {0, 1} kein Intervall ist, aber nach Voraussetzung ein Intervall sein muf, erhélt man
einen Widerspruch!

= F ist doch zusammenhéangend.

»="1 Sei E zusammenhéingend, f: F — IR stetig, aber f(F) kein Intervall.
Dann gibt es a < b mit a,b € f(F), aber ¢ € (a,b) mit ¢ ¢ f(E).
Setze damit

A=A{z: f(x) <c} und B ={z: f(x) > c}.
A und B sind offen. Uberpriife die Definition fiir die Partition (A, B):
(1) v
(2) v/, da f(x) # c fiir alle x € E.
(3) v/, da sogar AN B # .
(4)

4) Es gibt a mit f(a) =a: Esist a € A.
Es gibt S mit f(5) =b: Esist § € B.

Zusammen ist damit (A, B) eine Partition der zusammenhingenden Menge E. Widerspruch!
Also ist f(F) ein Intervall.

7.6.7 Satz

Die zusammenhéngenden Teilmengen von IR sind genau die Intervalle.

Beweis:

»="" Sei £ C IR zusammenhéngend und setze f: E — IR, f(x) = z. Dann ist nach dem Zwischen-
wertsatz f(E) = E ein Intervall.

,<"t Sei E C IR ein Intervall und f: E' — IR stetig. Dann ist nach Ana I f(F) ein Intervall und mit
dem Zwischenwertsatz ist damit E zusammenhéngend.

7.6.8 Hilfssatz

Seien E) fiir A € A zusammenhéngende Mengen (in M), Ex N E, # ) fiir je zwei A\,v € A. Dann ist

auch |J E) =: E zusammenhéngend.
AEA
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7.6 Zusammenhang

Beweis: Annahme: F ist nicht zusammenhéngend, (A, B) Partition von E, insbesondere

E,CAUB

ExNANBCENANB=10
Da E) zusammenhéngend ist, ist (A, B) keine Partition von E). Also ist £\ C A oder E) C B. Sei
hier ), C A.
Sei p # A\. Dann ist E,, C A oder E, C Bund E\NE, # 0.
Damit ist £, N A # 0.
Dann kann E,, C B nicht gelten, da E, N AN B = () ist, also ist E, C A.
Zusammen ist dann E C A. Dies ist ein Widerspruch dazu, daf (A, B) Partition von E ist, also ist
FE zusammenhéngend.

7.6.9 Beispiel

Sei £ C IR"™ offen und sternférmig beziiglich 0, d. h. fiir jedes x € E gilt:
{tr:0<t <1} CE.

Behauptung: F ist zusammenhéngend, also ein Gebiet.

Beweis: Seifurz e F
Se={tx: 0 <t <1}

Die Funktion
[0,1] = R", ¢t — tx

ist stetig. Damit ist S, zusammenhéngend. Aufserdem ist

E=J S und S,nS, 2{0}.
zeFE

Also ist E zusammenhéngend.

7.6.10 Satz

Sei E C M, E # (). Dann ist
T~y & es gibt eine zusammenhangende Teilmenge F' C F mit z,y € F“

eine Aquivalenzrelation. Die Aquivalenzklassen [r] sind zusammenhiingend. Entweder ist [z] = [y]
oder [z] N [y] = 0. Jede Klasse [z] heift Zusammenhangskomponente von E. Es gilt:

B=i)
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7 Metrische Rdume

Beweis: Zeige, da ~ eine Aquivalenzrelation ist:
(1) Reflexivitét: Ist @ ~ 2?7 Ja, da z,x € {2} =zusammenhingende Teilmenge.

(2) Symmetrie:

rz~y = z,y€ F CFE, F zusammenhdngend
= y,x € F CFE, F zusammenhangend
= Yy~

(3) Transitivitét:
Sei x ~y und y ~ z, d. h.
z,2ye i CEund y,z € Fh, CF,
F1 und F; sind zusammenhéangend.
r,z2€ FTUF, CF
y € F1 N Fy, also ist F1 U Fy zusammenhéangend.
Also ist © ~ 2.

7.6.11 Bemerkung

Zusammenhangskomponenten sind automatisch maximal zusammenhéngend, d. h. ist F' C E zusam-
menhédngend, dann existiert eine Zusammenhangskomponente C' mit F' C C.

Beweis: Seix € F, C = [z].
Fir y € F ist dann x ~ y, alsoy € [z] =C, F C C.

7.6.12 Zusatz

Ist E C IR" offen [abgeschlossen|, dann ist auch jede Zusammenhangskomponente offen [abgeschlos-
sen.
Eine offene Menge E C IR" besteht aus endlich oder abzéhlbar unendlich vielen Gebieten.

Beweis: Zuerst fiir offenes F:

Sei C' Zusammenhangskomponente von E.

Sei z € C. Dann existiert ein § > 0 mit K(x,0) C E, da K(z,0) zusammenhéngend ist und x enthélt.
Da C maximal zusammenhé&ngend ist, folgt K (z,9) C C. Zeige nun, dak es nur endlich oder abzahlbar
unendlich viele Zusammenhangskomponenten gibt:

Sei C' eine Zusammenhangskomponente von E.

C enthalt x e R" mit x, e Q firv =1,...,n.

Nenne x = x¢ und definiere die Abbildung

{C": C ist Komponente von E} — Q" C — xz¢.

Diese Abbildung ist injektiv, da je zwei Komponenten disjunkt (oder gleich) sind. Da aber Q™ ab-
zahlbar ist, existieren héchstens abzahlbar viele Komponenten.

Nun der Beweis fiir abgeschlossenes E':

Sei C' Zusammenhangskomponente von E.

Zu zeigen ist, daf C' abgeschlossen ist, d. h. C = C. Es gilt:
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(1) C C E, da E abgeschlossen ist.
(2) C ist zusammenhingend (Dies wird gleich gezeigt).

Zusammen ist also C C C C E, also auch C = C.

Zeige nun, daf (2) gilt:

Wenn C nicht zusammenhiingen ist, existiert eine Partition (A, B) von C mit:
(1) Aund B sind offen.
(2) CC AUB.

(3) CNANB=0.

(4) CNA#0und CN B #0.

DaC C AUBund CNANB = () und C zusammenhéngend ist, folgt: C N A =

also ist z. B. C C B.
Andererseites existiert ein a € C N A. Da A C C ist, ist a € C,
d. h. es existiert eine Folge (¢,,) in C mit ¢, — a, ¢, # a.
Also existiert eine Kugel K (a,d) C A.
Fiir n > ng gilt dann:
cn € K(a,0) CA

und
c, € C CB.

Damit ist dann ¢, € C'N AN B = ). Widerspruch!
Also ist C' zusammenhéngend.

7.6.13 Testbeispiel

Sei A Indexmenge und I seien fiir A € A offene Intervalle.
Setze
E=|JLCR
AEA

7.6 Zusammenhang

) [oder CN B = 0],

E besteht nach dem Satz aus hochstens Abzdhlbar vielen Intervallen (Komponenten).

7.6.14 Definition: Weg

M sei ein metrischer Raum, £ C M.
Eine stetige Abbildung

v: e, 8] = E
heifst Weg in E. v(«) heilt Anfangspunkt, v(3) heilt Endpunkt von .

Man sagt v verbindet y(«) mit v(3) in E.
Beachte:

W i={yt):a<t<B}CE

ist zusammenhéngend, |y| heift Triger von .
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7.6.15 Beispiel

Sei 7: [0, 27] — IR? mit
cost
V() = (sint)

V(m/2) = (0,1

)
o) = <—1,0)/ \vm) —(2m) = (1,0)
)

/

/Y(%ﬂ-) — (07 -1

7.6.16 Definition: Wegzusammenhang

E C M heifst wegzusammenhdngend, wenn es zu a,b € E einen Weg v gibt, der a mit b in F verbindet.

7.6.17 Beispiel

Dies gilt zum Beispiel fiir konvexe und sternférmige Mengen.

7.6.18 Satz

Wegzusammenhéngende Mengen sind immer zusammenhéngend.

Beweis: Sei E wegzusammenhéngend und a € F fest.
Zu jedem z € E existiert ein Weg v, in E, der in a beginnt und in x endet, |7,| ist zusammenhéngend,

vz N vyl 2 {a}. Also ist E = |J |7a| zusammenhéngend.
el

7.6.19 Beispiel/Aufgabe

Seien

Weise nach: F; und Es sind wegzusammenhéngend, £ U E5 ist zusammenhingend, aber nicht weg-
zusammenhéngend. Z. B. existiert kein Weg von (0,0) zu (1,sin1).

7.6.20 Satz

Jedes Gebiet im IR™ ist wegzusammenhéngend. (Gebiet=offen und wegzusammenhéngend)
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7.7 Gleichgradige Stetigkeit

Beweis: Sei E C IR"™ ein Gebiet und a € E sei fest. Setze
A ={z € E: es gibt einen (achsenparallelen) Weg in E von a nach z}
B=E\A.

1. Zeige: A ist offen! Sei x € A.
Dann existiert ein 6 > 0 mit K(z,9) C E. Es existiert ein Weg 7, von a nach = mit |y,| C E.

Sei y € K(z,0): 7, verldngert um die Strecke von x nach y ist ein Weg von a nach y in E.
D. h.y € A, also K(z,d) C A. Also ist A offen, da = € A beliebig ist.

2. A#0,daa€ A

3. Zeige: B ist offen!
Es ist B = {z: es existiert kein Weg von a nach z in E'}.
Sei x € B, 6 > 0, so dak K(x,0) C E ist.
Wiire y € K(z,d) von a aus erreichbar durch einen Weg ~,, so auch « durch v, verlingert um die
Strecke von y nach x. Also ist B offen. Daraus folgt

4. E = AUB. Dabei sind A und B offen, ANB = 0, A # () und ANBNE = (), da E zusammenhéngend
ist. Also ist B =10, da a € A ist.

Gezeigt: Jedes x € E ist Endpunkt eines Weges in E, der in a beginnt.
Desgleichen gilt auch fiir achsenparallele Streckenziige.

7.7 Gleichgradige Stetigkeit

7.7.1 Definition: gleichgradig stetig

Sei E CTR", E # (). F sei eine Menge (Familie) von Funktionen f: E — IR™. F heiftt

(a) beschrinkt, wenn es ein M > 0 gibt mit || f(x)|| < M fiir alle z € E und fiir alle f € F.

(b) gleichgradig stetig, wenn es zu jedem € > 0 ein § > 0 gibt mit: Ist z,y € E, ||z — y|| < J, so ist
| f(x) = f(y)|l < e fiir alle f € F.

7.7.2 Beispiele

(a) Ist fiir alle f € F und 2,y € E
1f () = fFW)ll < Lllz =y,

wobei L unabhéngig von f, x und y ist, so ist F gleichgradig stetig. Setze dabei § := 7.

(b) Sei E C IR" kompakt, fr: E — IR stetig und f; — f gleichméfig in E.
Behauptung: F = {fi: k € IN} ist gleichgradig stetig.
Beweis: Da alle f; gleichméfig konvergieren, ist f stetig.
Da aber auch E kompakt ist, ist f sogar gleichméfig stetig.

Also gibt es zu € > 0 ein ¢ > 0 mit

€ L.
1f(@) = f)ll <  firz,y € B, [z —yl| <o
3
Weiter existiert ein kg mit

|fula) = F@)| < 5 vk > ko, @ € .
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Fir 1 < k < kg existiert ein 0 mit
1fe(@) = fe(y)l| <e firz,y € B, |z —yl| < o
Setze ¢ := min(dy, ..., 0k, 0) > 0. Fiir ||z — y|| < 0 gilt dann:
| fx(x) — fr(x)|| < e ist erfilllt fir k& < ko.

Sei nun k > kg. Dann ist

1fk(@) = @)l = [[fu(2) — f(2) + f(2) = f(y) + f(y) = Fe )]
< lfw(@) = f@)|| + lF (=) = fF@) + 1/ () = fe)] <e

<e/3 <e/3 <e/3
glm. Konv. glm. Stetigkeit glm. Konv.

Also ist F gleichgradig stetig.
Aufgabe: Zeige, dals F beschréankt ist.

7.7.3 Satz von Arzela-Ascoli

Es sei £ C IR" (offen und beschrankt oder der Abschluf einer offenen und beschrénkten Menge
M CIR"™) und F sei beschriankt und gleichgradig stetig.
Dann hat jede Folge (fx) in F eine gleichméfig konvergente Teilfolge.

Beweis:

(a) Teilfolgenauswahl nach dem Cantorschen Diagonalverfahren.
E N Q" ist eine abziihlbare Menge, dicht, d. h. EN Q" = E = {¢1,£2,¢3, ...}
L: (fe(€)) ist beschrinkt (im IR™): es ex. TF (f1(¢Y))
2.: (f1£(£%)) ist beschréinkt (im IR™): es ex. TF (f2(£2))

1 (fo1.(€Y) ist beschriinkt (im IR™): es ex. TF (frx(€%)). Wir haben also:
fin fiz fis fia
fo1 fo2 fo3 fou
31 [f32 [f33 [f3a

Wiéhle nun ¢y, := fi 1.
(pg) ist Teilfolge von (f).
(k) k>1 ist Teilfolge von (fo ).

wr(€") ist Teilfolge von (fru(€")),
d. h. klim o1 (&°) existiert fiir alle [ = 1,2, ...

(b) Konvergenzbeweis:
Sei € > 0. Dazu existiert ein § > 0 mit

lor(x) — pr(y)|| < e fiir z,y € E, ||z —y| <6 und fir alle k € IN

(gleichgradige Stetigkeit).
Sei D; = K (&9, 6):

t
N

ey
N
(@

D; (da {&’} dicht ist).

<.
I
—
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7.7 Gleichgradige Stetigkeit

Da E kompakt ist, gibt es ein p mit
E C DyU---UD, (Heine-Borel).
Zu € > 0 existiert ein Index kg mit

ok (z) — ()| = llon(z) — ok 5]: + or(€) — @u(&) + e(&7) — pu()|

(&)
< |ler(@) — oe (€ + ller(&7) — wel&) + l0e(€) — ee()|
< € + € 4+ & =3¢

—~ ~ —~~

(1) (2) (3)

Dabei gilt:

(1), da ||x — &7|| < § fiir alle k (gleichgradige Stetigkeit)
(3), da ||z — &7|| < 6 fiir alle [ (gleichgradige Stetigkeit)
(2), da kILIIOlO or(€7) existiert.

Also ist das Cauchykriterium erfiillt, es liegt gleichméfige Konvergenz vor.

7.7.4 Beispiel: Existenzsatz von Peano

Sei S = [a,b] x IR CIR? und f: S — IR sei stetig und beschrinkt.
Gesucht ist © mit
v = f(t,u) und u(a) = a. (7.3)
Das Anfangswertproblem (73] hat mindestens eine Losung in [a, b], d. h.
u € CY([a,b)), u(a) = a und u'(t) = f(t,u(t)).

Aquivalent zu diesem Problem ist

t

u(t) =a+ /f(s,u(s))ds mit u € C([a, b]).

a

Beweis: Setze
up(t) =ain [a —1,q)

un(t):a+/tf<s,un (s—%)) ds in (a,b].

Behauptung: {u,: n € IN} ist beschriankt und gleichgradig stetig.
Dann existiert eine Teilfolge u,, — w gleichméfig in [a, b].
Fiir |uy,(t)] < K ist f gleichméfig stetig auf [a,b] x [- K, K]

f (&unk <s - nik>) A s, uls)).
(1) = a—l—/tf(s,unk <s—nik>> ds

! !

und

t

u(t) = a+/f(s,u(s))ds

a
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Beweis der Beschrinktheit: Es gilt: |f(¢,u)] < M in S.
t
up(t) < ]04]—1—/Md3§ la] + M(b—a)=: K fir a <t <h.

Beweis der gleichgradigen Stetigkeit: Sei 7 < ¢. Dann ist

it == | [ 1 (s (=) ) = [ (s (-2

t
1
= /f(s, un(s — —)) ds| < M - (t — ) Lipschitzbedingung fir w,
n

N————
ll<M

Also sind die u,, gleichgradig stetig.

7.7.5 Beispiel fiir den Existenzsatz von Peano

Beispiel mit mehreren Losungen:
Sei S =[0,1] x IR und f wie folgt definiert:

2 firu>1
ft,u) =< 2¢/|ul fir —1<u<l
2 firu< —1
=2
1
f(t,u) =
o T

2/l

f=2

Gesucht ist ein v mit
v = f(t,u) und u(0) = 0.
Eine Losung ist

Eine andere Losung ist

Die weiteren Losungen sind
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8 Mehrdimensionale Differentialrechnungﬂ

8.1 Matrizen und quadratische Formen

8.1.1 Definition: Matrizen

a171 CLLQ . aljn
az 1 a2 e a2.n
A=
am,1 Om2 .- Um.n
ist eine m x n-Matrix mit a,, € IR.
m ist die Zahl der Zeilen: (a%l au2 - auyn) ist eine 1 x n-Matrix.
a1
. . v | . . .
n ist die Zahl der Spalten: . ist eine m x 1-Matrix.
m,v

8.1.2 Rechenregeln fiir Matrizen

1. Fiir C:= A+ B gilt: ¢y = au, + by
2. Fir C := AA gilt: ¢, = Ay

3. Sei A eine m x n-Matrix und B eine n X p-Matrix. Dann ist C' := A - B eine m X p-Matrix mit

n
Cu,0 = § :au,l/bv,g
v=1

firp=1,...,mund p=1,...,p.

8.1.3 Transponierte Matrizen

Die Transponierte von A (siehe oben) ist

arr .- Gm,1
AT ai,2 Qm,2
Aln -+ OGmn
Wenn x € IR" ist, wird oft
T
T = (xla"wxn)

Wersion 4.8 vom 19. Dezember 2002
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8 Mehrdimensionale Differentialrechnung

geschrieben. Dies ist als Spaltenvektor gemeint:

Z1
x2
xr=
Tp
8.1.4 Skalarprodukt
n
T _ . _ —
xy—($1a-~a$n)' : =x1Yy1+ - FTpYn =2 Y
Yn

ist das Skalarprodukt im IR™.

8.1.5 Matrizennorm

Sei A eine m x n-Matrix, |||, eine Norm im IR™ und ||.||;, eine Norm im IR™. Dann ist
[A]l := sup{[|A - z]lm: © € R", [|z[ln =1}

die von ||.||, und ||.||;, erzeugte Matrixnorm.
Beachte:
| AZ||m < [|A] - ||lz]n fur alle 2 € R™.

8.1.6 Beispiele

(1) Beidesmal die Euklidnorm: Zeige (als Aufgabe)

(2) Beidesmal Maximumnorm:
Fir y = Az ist

n
Yu = Z Quply.
v=1

Es gilt dann

n

ol < lapw] - |l
v=1

) Nzl

n
m
= (rggicz |au,u\> el
v

=1

n
< (Z [
v=1

Also ist
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8.1 Matrizen und quadratische Formen

Es ist damit
A (2) m e
4] < rggfrzllau,ul.
v=

Zeige, daf fir (x) Gleichheit gilt:

Sei
n n
m
maxz || = Z |ag|
p=1
v=1 v=1
Setze
1 wenn ap, > 0
Ty, = .
—1 wenn a,, <0
Dann ist
n n
Zag,vxl/ = Z |agw| - ||zl
v=1 v=1 :'1
und damit

o
[E =
v=1

Aus ® und (x) folgt insgesamt die Gleichheit bei ().

8.1.7 Definition: Quadratische Formen

Sei A eine symmetrische n x n-Matrix (4 = AT, a,,, = a,,,). Dann heifit

Qa:R" - 1R, Qa(z) := 2T Az = Z ApTuTy

pr=1
quadratische Form.
8.1.8 Bemerkung
Wenn AT = A ist, sind alle Eigenwerte Ap,..., A, reell. Man kann die Eigenvektoren A IO

orthonormal wéhlen, d. h. es gilt

L) JLI=k
0 j£k

21 .. 2" bilden eine Orthonormalbasis des IR”.
Sei nun x € IR"™. Dann gilt:

x = Zéjx(j) und Az = Zéj)\jx(j).
j=1 j=1

Damit ist

2T Ax =z - (Az) = Z)\]fj?.
j=1
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8 Mehrdimensionale Differentialrechnung

8.1.9 Definition: positiv/negativ (semi-)definit

A heiflt

positiv definit
negativ definit
positiv semidefinit
negativ semidefinit
indefinit

8.1.10 Bemerkungen

A ist positiv definit (,A > 0%)

ail
— |
Aoy
bzw. negativ definit (,A < 0“)
ain
= (-1
a1

Esgilt A>0 < (—A4) <0.
Ohne Beweis.
ab

Insbesondere ist die Matrix (b C) genau dann positiv definit, wenn a > 0 und ac > b?, bzw. genau

(>0 firz#0
<0 firz#0
— 2TAz{>0 fiirz+#0
<0 firxz#0
sonst
alle A\; >0
alle \; <0
<= alle \; >0
alle A; <0
mind. ein A; > 0, ein \; <0
aik
>0firk=1,2,...,n,
Ak
aik
>0firk=12,...,n.
Ak

dann negativ definit, wenn a < 0 und ac > b? ist.

8.1.11 Beispiele

(1)

ist positiv semidefinit, d. h. A > 0.

n n n n 2
2T Ax = quml,:z:c#~2xl,:<2x,,> >0
n=1 =1 v=1

wr=1

” T
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8.1 Matrizen und quadratische Formen

Qa(x) = 23 + 203 + 322 — 2x129 + 22973
= (z1 —x) 2+ 23+ 3x§ + 2xo13

= (21 — 29)* + (w2 + x3)% + 222) > 0

,=0wr3=0AN23+23=0A21 —22=0

sz=0cR? = A>0.

8.1.12 Definition: Landau-Symbole

Sei £ C IR", £ Haufungspunkt von F, p: E — IR™ und ¥: E — IR.

(a) ¢(x) = O(¢(x)) fiir £ — £ bedeutet:
Es gibt ein C' > 0 und ein § > 0 mit

le()]| < Cip(x) inz € E, 0 < |z =&l <0

(b) @(x) = o(yp(x)) fiir x — £ bedeutet:
Zu jedem e > 0 existiert ein 6 > 0 mit

le()l| <ep(z) nz ek, 0<|z—¢| <0

8.1.13 Beispiele

1. Sei p(r) = 2T Ax.
Es gilt: ¢(z) = O(||z||?) fiir z — 0.
Aquivalent ist: |27 Az| < C||z|? fiir ||z|| < 0.

]:ETA:I:]2 =l|z- (Aa:)]2
CSU
< )? - ||(Az)|?
<|lzl|* - (Cllz|*) = C?||a||*

= ||zt Az| < C||z|? fiir z € R™

2. Sei f: E— IR™ stetigin £ € F.
& Zue>0ex ein §d > 0 mit

If(z) = fE)|l <efiir [|[x—¢&|| <6, €E

& f(z) = f(&) = ¢(z) mit p(z) — 0 fiir x — &
& flz) — f(€) = o(1) fir & — ¢
& f(z) = f(€) +o(1) fir & — ¢
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8.1.14 Regeln fiir Landau-Symbole

(Die Regeln unter (a) und (b) gelten sowohl fiir O als auch fiir o.)
(a) Sei j(x) =0(x)) fire - {und j=1,... k.
Dann ist

k
Y wila) = 0(¢()) fir z — €.
j=1

Anwendungsbeispiel:
Seien f; und fy stetig in £&. Dann ist f; + fo stetig in &,
denn: f;(z) = f;(§) +o(1) fir j =1, 2.

Ji(z) + fa(z) = f1(§) + f2(€) +o(1)

(b) Sei ¢j(z) = O(W(x)) fiir z - {und j =1,... k.
Dann gilt

p(@) = max [(2)| = ¢(z) = O((w)) fir 2 — ¢

(c) Gilt p(z) = o(¢(x)) fiir x — &, dann ist auch ¢(z) = O(¢(z)) fiir x — &. Dies gilt i. A. aber
nicht umgekehrt.

8.1.15 Beispiel

Sei f € C*(—r,r). Dann ist fiir z — 0

k .
B f(J)(O) , o(|z|®) ,falls f € CF(—r,r)
fle) = jz:% J! v O(|z|*+1 | falls f € CkFL(—r,7)

8.2 Differenzierbare Funktionen

Fir diesen Abschnitt ist D C IR™ ein Gebiet.

Funktionen D — IR™ werden iiblicherweise mit f, g,, @, ... bezeichnet.
Funktionen D — IR werden iiblicherweise mit u, v, w, ... bezeichnet.

||.|| ist die Euklidnorm.

8.2.1 Definition: Differenzierbarkeit

f: D — IR™ heilt differenzierbar in x € D, wenn es eine m X n-Matrix A gibt mit
fx+h)— f(x) — Ah = o(||h||) fiir h — 0 (h € R™).

Aquivalent hierzu ist:

i flx+h)—f(x)—A-h _0
h—0 (A ]l '

Interpretation:

fle+h)=fx)+A-h+o(||n])
& ©

®: Affine Funktion von h.
©: Fehlerterm: < ¢ - [|h|| fiir ||h]| < 4.
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8.2 Differenzierbare Funktionen

8.2.2 Bemerkungen
(a) Sein=m=1:
fle+h) = f(x) =a-h+o(h])

o JE D) @)
h—0 h

—a=: f(2)

(b) Man nennt A die Ableitung von f und schreibt f/(x) = A. Andere Schreibweise:

A= 8_f ist die Jacobi-Matrix.
ox

8.2.3 Beispiele

(1) Sei f(x) = c konstant mit ¢ € IR™.
Dann ist f'(z) = 0 die m x n-Nullmatrix,
denn f(z+h)— f(z) —0-h=0=o(||h]).

(2) Sei f(z) = Az mit einer m x n-Matrix A.
fx+h)=f(z)=A-h=A-h+o(n]),

also ist f/(z) = A fir z € R".

(3) Sei f(z) = 27 Az mit einer symmetrischen n x n-Matrix A.
Esist f: R™ — IR. Also ist f/(z) eine 1 x n-Matrix, ein Zeilenvektor.

fle+h) = f(@) = (x+h)TA(x +h) - 2" Az
=a2TAh+ hT Az + hT Az
= (T A+ (2T AT)h + hT Ah
= (T A)h + (2T A)h 4+ KT An

Da [T Ah| = O(|A|[2) = of[[1l]) fitr h — 0 ist, ist

flx)=aTA+2TA=2:T A

8.2.4 Satz
f1
f= : D —=TR™
fm
ist genau dann in x differenzierbar, wenn alle f,: D — IR in z differenzierbar sind. Es gilt:
fi(x)
fllay=1
fin(2)
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8 Mehrdimensionale Differentialrechnung

Beweis: Sei A = f'(z) und o* := f ().

»="1 f/(z) existiere nach Voraussetzung. Dann ist

|fu(z +h) — fu(z) —a"h| < ||f(z+h) — f(z) — A-h
=o(||h||) fir h =0, p=1,...,m
Also ist f,,(z) = a".
pe= f/;(a:) = a/ existieren nach Voraussetzung. Setze
1

A= : ist m x n—Matrix

I f(z—h) = f(@)—a-h| <D |fule+h) = fulx) —a* - h]
p=l =o([Inl)
— o(||h]) fiir h — 0

Also ist f'(x) = A.

8.2.5 Satz: Die Ableitung ist eindeutig

Die Ableitung ist eindeutig bestimmt. Ist f differenzierbar in x, so ist f auch stetig in x.

Beweis:

Eindeutigkeit: Sei

fle+h) = f(x)+A-h+o(]n])
fe+h) = f(x)+ B-h+o(lhl)

Subtraktion der beiden Gleichungen liefert:
R™>0=(A-B)-h+o(||h]) fir h — 0, h e R"

Folgt daraus A = B?
Setze h =t -e mit t € IR, e € IR" und ||e|| = 1.
Esgilt: h -0 <— t — 0.
t(A—b)e=o(]t]) fir t — 0
1
(A—B)e = go(lt\) =o0(1) firt -0

Fiir t — 0 gilt dann:
(A— B)-e=0 fiir alle e € IR" mit |le| = 1.

Alsoist A—B=0,d. h. A=B.
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8.2 Differenzierbare Funktionen

Stetigkeit:

1f(z+h) = f)] = [[A-h+o([r]
< ||A]| - [|h|| + ¢||h|| fur ||h|| < 0 bei vorgegebenem &
= const - ||h]| fir ||h] < 0

Setze nun y = x + h. Dann ist
1f(y) = f(2)]| < const - ||z — y]| fiir [z —y[| <.

Also ist f stetig.

8.2.6 Regeln fiir differenzierbare Funktionen

Sind f,g: D — IR™ differenzierbar in x, so auch f+g¢g, A-f (A € IR) und f-¢g: D — IR (Skalarprodukt).
Im Punkt z gilt:

(f+9)=1f+d
(Af) = Af
(f-9)=f'g+g"f
Vergleiche mit den eindimensionalen Regeln ([13] Seite [74]).

Beweis: Als Aufgabe.

8.2.7 Kettenregel fiir differenzierbare Funktionen

Zur Wiederholung zuerst die Kettenregel im 1-dimensionalen: Seien f,g: IR — IR. Dann ist

Sei nun g: D C IR" — G C IR™ differenzierbar in x € D und f: G — IR? sei differenzierbar in
y = g(z). Dann ist fog: D — IRP differenzierbar in x mit

(fog)(z)=f'(y) ¢ (x) mit y = g(x).

Beweis: Sei ® = fog, B=¢'(z) und A = f'(y). Dann ist
g(x+h)=g(x)+ B-h+o(]|h]) fir h — 0
und
fly+k)=fly)+A-k+o(|k]) fiir k— 0.
Esist y =g(x), y+k=g(z+h), also k = g(x + h) — g(x). Damit ist

(e +h) = f(g(w+h)) Jy+k) = Jy) + A-k+ o [k]) fiir k — 0

= flg(x)) + A-(g9(x +h) = g(x)) + o(llg(x + k) — g(x)|) fix b — 0
= ®(z) + A-(g9(z + h) = g(x)) + o(llg(z + h) — g()]]) fir h — 0

207



8 Mehrdimensionale Differentialrechnung

Aufserdem ist ||k|| = O(]|h]|) fir A — 0. Dann gilt:
O(z +h) = &(x) + A- (B -h+o(|[hl])) + o(O([|hl])) = ®(x) + A- B - h + o([[n]]) + o([|A]])
=o([IRIl)
= O(x) + A-B-h+o(|[h]) = ®(x) + f'(y)g'(z)h + o(||A]])
Also ist ®'(z) = f'(y)g'(x) mit y = g(z).

8.2.8 Mittelwertsatz |

Sei u: D € IR® — IR und S sei eine Strecke in D mit Anfangspunkt a und Endpunkt b. Ist u
differenzierbar in D, so gibt es ein { € S\ {a, b} mit

u(b) — u(a) = u'(§)(b - a).

Beweis: Sei p(t) ;== u(a+t-(b—a)) fiir 0 <t < 1. Nach dem 1-dimensionalen Mittelwertsatz (4.2.4]
Seite [78)) gibt es ein 7 € (0, 1) mit
p(1) = ¢(0) = ¢'(7)(1 - 0).
Mit der Kettenregel gilt dann:
w(b) —u(a) =v'(a+7(b—a))- (b—a).

—————
=:£

8.2.9 Mittelwertsatz Il

Ist f: D — IR™ differenzierbar und sind a, b und S wie im MWS I, so gilt:

fO) = fla)=J(E....6M) - (b—a).

Dabei ist
fi(&i)
JE e =] mit €1,...,¢™ € S\ {a,b}.

S (E™)

Beweis: Mittelwertsatz I anwenden auf f,:

fu(b) - fu(a) = f;(&ﬂ)(b —a).
Dabei ist &# € S\ {a,b} fir p=1,...,m.
Daraus folgt dann die Behauptung.

8.2.10 Definition: Integrierbarkeit von Matrizen

Seien a,,: [0,1] = R fir p=1,...,mund v = 1,...,n integrierbar und A(t) = (auv)u=1,...,m-
1,

Jaoa fosoa)
0 0

und nennt A integrierbar. Das Ergebnis ist eine m x n-Matrix.

Man setzt

208



8.3 Partielle Ableitungen

8.2.11 Mittelwertsatz Il

Ist f: D — IR™ differenzierbar, sind a, b und S wie im MWS I und ist
f'(a+t-(b—a)) integrierbar iiber [0, 1], dann gilt:

1
£(b) — f(a) = / [+t —a))dt | (b a).
0

mXn-Matrix

Beweis: Hier fiir m = 1. Sei u: D — R.
Setze ¢(t) = u(a+ (b — a)t). Es ist ¢/'(t) = uv/(a + t(b—a)) - (b— a).
Mit dem Hauptsatz gilt dann

1
@(1) —¢(0) = /w’(t) dt,
0

also

u(b) — u(a) = /u'(a +t(b—a))-(b—a)dt.
0

8.2.12 Satz

Ist D CIR" ein Gebiet und f: D — IR™ differenzierbar mit f/'(z) = 0 in D, so ist f konstant.

Beweis: Zuerst als Erinnerung fiir m =n = 1:
fy) = f@) =)y —=x) =0.
=0

Seien nun z,y € D und sei s ein achsenparalleler Streckenzug in D von x nach y.
Die Ecken von s seien z = a',a?,...,a" = y. Es gilt:

flod = f@ ) METIE ) (@ - =0,

Daraus folgt:

k
fly) = fla) = f(a*) = fla') =Y f(a)) = f(a>") = 0.
=2
Also ist f konstant.
8.3 Partielle Ableitungen
8.3.1 Voriiberlegungen
Sei u: D CIR™ — IR differenzierbar in x.
Dann ist
' (z) = (a1,az,...,a,) = a
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8 Mehrdimensionale Differentialrechnung

und
w(z 4+ h) =u(z)+a-h+o(||h]) =u(x) +arht + -+ aphyn + o(||h|])
hi
mit h = :
I,
Was ist dann a1?
Setze h = (t,0,...,0). Dann gilt h — 0 genau fiir ¢ — 0. Es ist

U(.Z‘l +t7x27"'7$n) _U(l'l,...,.'lfn) = a t+0(|t’)
u(zy +t,x9,..., ) —u(x1, ..., 2n) _a o(|t])
t t t
t - — -
= q = 'U/(.%'l + s L2, 7xtn) 'U/(.’L'l, 7xn) + 0(1) fur t—0
t, Lo, .., ) — s
= a; = lim U(xl + y L2 .'L'n) u(xl .'L'n) + 0(1)
t—0 t
8.3.2 Definition: Partielle Ableitung, Gradient
Sei u: D — IR, D CIR" offen und « € D. Dann heifit
lir% w(xy, ..., xy_1, 2, + t,xw;l, coy @) —u(T1, ..., Tp)
t—

partielle Ableitung von u nach x,. Sie wird bezeichnet mit

D,u(x) oder 6832,

(z) oder uy, (x).

Existieren alle partiellen Ableitungen, so heiftt

grad u(zx) := (u(zl)(x), . ,u(zn)(x))

der Gradient von wu.
Bemerkung: Der Gradientenvektor ist ein Zeilenvektor.

8.3.3 Satz

Ist u differenzierbar in z, so ist
v (z) = grad u(x).

Beweis: Oben in 8.3.1]

8.3.4 Definition: Richtungsableitung

Sei u: D — IR, D C IR" offen, x € D und e € IR" mit ||e]| = 1. Dann heifst

ou, .. ulz+te) —u(x)
e (0) = lim t

die Richtungsableitung von v in Richtung e.

Spezialfall: Fiir e = e ist 2% = aamqi
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8.3.5 Satz

Ist u: D — IR in z differenzierbar, so existieren alle Richtungsableitungen %(m) und es ist

ou
%(m) =e-gradu(z).

Es gilt dann:

ou
—|lgrad u(z)|| < %(90) < || grad u(z)]|.

Falls grad u(z) # 0 ist, so ist Gleichheit nur fiir

grad u(x)
e=t— ",
| grad u(z)|

Beweis: wu ist differenzierbar. Damit ist
w(z + h) = u(z) + ' (z) - h+ o(||h]]) fiir h — 0.
Setze h =t -e mit e € IR", ||e|| = 1 und ¢ € R. Damit ist

uw(x +te) —u(z) = tu'(z)e + o(Jt]) fiir t — 0

u(z + te) — u(x)
t

Ou x) = (z) e=gradu(z)-e

:>%<)

=/ (z)-e+o(l) fir t =0

Beweis der Ungleichung:

ou CSU

— =gradu-e < [ gradul - ||l

Oe ~—
=1

) csuU
8—u:gradu-e > —|lgradu].
e

Falls grad u # 0 ist, gilt:

, = <= gradu und e sind linear abhéngig
<= e = Agradu mit A € R.

Fiir positives A liegt rechts, fiir negatives A liegt links Gleichheit vor. Es ist also A = im.

8.3.6 Satz

Ist f: D CIR™ — IR™ differenzierbar, so ist

grad fi () oh  9h

) gradfz(:o _ afl 35“
: Ofm Ofm

grad fy,(x) 8L:cl . a'z;n

Beweis: Ohne.
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8 Mehrdimensionale Differentialrechnung

8.3.7 Beispiele

1. Sei u(x,y) = €” cos(y — ). Dann ist
uy = e cos(y —z) + e’ (—sin(y —z)) - (—1) = e*(cos(y — =) +sin(y — z))
und
uy = —e’sin(y — x).
Frage: Ist w nun differenzierbar?

2. Sei

u(xay) =

‘”y—Q fiir [y| > 22
0  sonst '

v’ und wu sind unstetig in (0,0).
Alle Richtungsableitungen % existieren in (0,0). Es ist

)

ou 0 fiir e=(£1,0)
86 (070) = a? fil - 2 2
3 ure—(a,b),a +b —1,1)750

denn fiir e = (£1,0) ist

44.0) — _
u( t,O)t u(0,0) :0t0—>0fﬁrt—>0

und fiir e = (a,b) mit b # 0 ist

a2 2
u(at,bt) = u(0,0) = 5 =0 fiir kleines |¢|
t t

2 2
% — % firt — 0.
Zeige nun, dak w in (0,0) nicht stetig ist:
Es ist u(z,0) = 0 und u(z,22?%) = % =3

Also ist u nicht stetig und damit nicht differenzierbar in (0, 0).

8.3.8 Satz

Existiert gradw von u: D — IR und sind uy,, ..., Uz, im Punkt z stetig, so ist u in x differenzierbar.

Beweis: Sei h = (h1,...,hy) und B” = (hy,...,h,,0,...,0).
Insbesondere sind dann:

hY = (0,...,0)

ht = (hy,0,...,0)

h? = (hy, h2,0,...,0).

Es gilt dann:

w(z 4+ h) —u(z) — gradu(z) - h = Zu(m +hY) —u(x + 'Y —ug, (x)h,

v=1

hVqu (z+€u)

= hy [te, (z + &) — ta, ()]
v=1
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Sei € > 0. Dazu existiert (Stetigkeit des Gradienten) ein § > 0 mit
| grad u(x) — gradu(y)|| < e fiir ||z —y| < 0.

Setze nun y = z + h mit ||| < §. Dann ist

n

Bl | D, (@ + &) = ug, (2))?

v=1

< e || i 7] < 6.

CSU
|lu(x + h) —u(x) — gradu(x) - h| < |

Also ist v/ (x) = grad u(x).

8.3.9 Bemerkungen

Sei u: D C IR™ — IR differenzierbar im Punkt z. Dann gilt
w(z + h) =u(z) +u'(z) - h+o(||h]]).

Fir n =1 ist z = u(z) + /(z) - t die Gleichung der Tangenten an den Graphen an der Stelle .
Fir n > 2 ist
z=u(a)+ v (a) - (x — a)

die Gleichung einer Hyperebene im IR"*! = R" x R.
To:={(z,2) e R" xR: 2 = u(a) + v (a) - (x — a)}
ist eine Tangentialhyperebene. Fiir diese Ebene gilt

z—u(a)) —u/'(a) - (x —a) = 0.

Setze nun
Uz (a)
v= : e R"L
_an (a)
1
Fiir (z, z) € T, gilt nun
xr1 — ay xr1 — a1
v- : =0, vist orthogonal zu
Ty — Qp Tp — Qn
z —u(a) z —u(a)

Also ist ¥ Normalenvektor zur Tangentialhyperebene.

8.4 Hohere Ableitungen

8.4.1 Definition: Stetig differenzierbar
Sei u: D — IR mit D C IR" offen, Gebiet. u heillt stetig differenzierbar, wenn ug,,...,uy, in D

stetig sind: v € CY(D). f: D — IR™ heifit stetig differenziervar, wenn f1,..., f,, € CY(D) sind:
feCYD,R™).
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8.4.2 Definition: Mehrfach stetig differenzierbar

u: D — TR heift k-mal stetig differenzierbar, geschrieben: u € C¥(D), wenn alle Ableitungen Dj, -
Dj, ... Dju fir ji,..., 5, € {1,...,n} in D stetige Funktionen sind.

8.4.3 Beispiele

1. Esist z. B. D1Dou = (ugy)z; =: Ugos,
und D3D7Dgu = (((tey)ar)es) =1 Uzgaras-

2. Sei u(x,y) = 2% — e*¥. Dann ist
Uy = 2x — ye? uy = —xe™?
Ugy = 2 — y2e™Y Upy = —e™Y — xye™
Uyy = —z2e™ Uyy = —€"Y — xye™.

8.4.4 Satz von H. A. Schwarz (1. Version)

Sei D C IR? offen, u: D — IR, u € C'(D) und uy, existiere in D und ist stetig in (a,b) € D.
Dann existiert auch wy,(a,b) = ugy(a,b).

Beweis: Fir (a,b) = (0,0):
Es gilt

=z [ug(§,y) —uzp(&,0)] mit & aus dem MWS zwischen 0 und z
=2 Y- Ugy(§,n) mit n zwischen 0 und y (MWS)

Daraus folgt:

(€)= )
Ty xy
1 (uley) — ul@,0) — (u(0,5) — u(0,0)
x y
Fiir y — 0 ist damit
— —(uy(,0) ~ 0, (0,0)

und danach fir x — 0:

— Uy, (0,0)
Dabei geht die linke Seite wegen der Stetigkeit von u,, gegen ugzy(0,0).
8.4.5 Satz von H. A. Schwarz (2. Version)

Ist u € C*(D), so ist
Dlej2 D]ku fir ji,...,J5k € {1,...,77,}

unabhéngig von der Reihenfolge der Differentiation.
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Beweis: Als Aufgabe.

8.4.6 Definition und Regeln: Multiindex

p € INgy heifit Multiindex. Es gilt:

p= (p17p27 CIEaE 7pn) mit DPv S ]NO
Ip| :=p1 +p2+ -+ pyn ist die Lange von p
pl:=p1!l-po!-pp!

Fir z € R™ gilt:

P . P1.D2 Pn
o= eyt ahe

8.4.7 Definition: Polynom, Taylorpolynom

P mi _
E apx? mit festem k und a, = ap, .. p,
lp|<k

ist ein Polynom in x € IR".
Z. B.ist fiir n =2

2 2
apo + a1071 + ap1T2 + a20x] + A11T1T2 + A2T;.

Sei nun u € C*(D) und p € IN? mit der Linge [p| = k.
Dann bedeutet
oAt B O
OxP  Oxl oxh? ... 0"

differenziere pi-mal nach z1,
differenziere po-mal nach zo,

differenziere p,-mal nach z,,.
Sei nun u € C*(D) und a € D. Dann ist

Ti(z;a) = Z cp(z —a)?

Ip|<k
mit
1 olrly
Cp = — - a
p p' oxP

das k-te Taylorpolynom von u an der Stelle a.

8.4.8 Satz von Taylor
Ist u € C¥(D) und ist a € D, so gilt:
lu(z) = Ti(z; a)| = oz — al|*)

fir x — a.

8.4 Héhere Ableitungen
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Beweis: Wiéhle r > 0 so, dafs K(a,r) C D ist. Sei dann =z € K(a,r).
Setze

o(t) =ula+tlx—a)) fir 0 <t <1.

Es ist ¢ € C*([0,1]). Damit ist nach dem eindimensionalen Satz von Taylor (4.3, Seite [2):

N

RN (! (k)
o @0) e (7)
(1) = o L

Fmito<r<1

~

= |l
()

#00) | ¢W(0) = ¢¥(0)
¢! k! '

£=0

Mit Induktion (wird weiter unten gezeigt) gilt dann:

() 29
%(t): Z %'%(a—i-t(x—a))(x—a)p. (8.1)
[pl=¢
Wenn (8.1)) gilt, dann folgt:
b 1 0
u(z) = KZ; ;ﬂ o W@ —a)’
ku ku

> 2 (et re—a) - @) -y
lpl=k

= Ti(z;a) + Ri(z;a).

Es gilt:

oFu ok
%(CL + T(.T — CL)) — @(a)

[a—

|z — all*,

Ri(z:a) < Y

L.
o=k "

weil
7] = (WY B < [l 4ot = o,

Sei nun € > 0. Dazu existiert (wegen der Stetigkeit) ein 6 > 0 mit

0Fu ok
—(CL + h) — @

T (a)| < ¢ fiir ||h] < .

Fiir ||z — a| < 0 gilt dann:

|Ri(x;a)| < el|z — al)’ - (#Anzahl der Summanden).

Beweise nun die Gleichung (81): Hier fiir a = 0.

¢ =1: Esist
(1) = u(ta)v

216



8.4 Héhere Ableitungen

b—l+1<Ek:
/
gp(z‘i‘l) (t) _ 1 gp(z)(t)
L+ 1) {+1 4l
1 1<~ 0 0
U ESP DDl G
=t~ v=1
1 n 1 aé-{-l e
T+ Z pl Oxpte” (tz)2”
v=1|p|=¢

mit e”, dem v-ten Einheitsvektor. Es gilt:
p+e’|=pl+1=0+1.
Sei nun ¢ ein Multiindex der Lénge £ + 1. Dann ist

Mq = {p ’p| = ¢ und q= p—f—e” fir ein 7/}.

Mit 1 +1 1
— Pv — v _ 2
Zﬁ_z ¢ q!—q!(ﬁ—l—l)
pqu QV>0 QV>0
gilt dann:
(4+1) 1 1 ottt
® U
H=— 5 3 =T Y
| | q
¢+ 1) +1 i1 pent, P ox
1 1 9ty
= — E — - (tx)x?(L+1)
| q
+1 Furit q! Oz
1 a[—l—lu
= a p (tx)z?
lg|=€+1

8.4.9 Spezialfall fiir den Satz von Taylor

Sei u € C?(D) und a € D. Dann ist

v=1
1 n
+3 > taya, (@) (@, — a)) (2 — ap)
pr=1
+o(l|lz —al?)
8.4.10 Definition: Hesse-Matrix
Fiir u € C%(D) heifit
um1x1 umm:g e umlxn
Hy(a) == (a)
Ugpzr Uzpzg -+ Uz,z,
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Hesse-Matriz. Hy, ist symmetrisch, da ug,z, = Uz, z,-
Setze man Q(h) := hT H,(a)h, dann gilt mit Taylor:

u(a+h) =u(a) +u'(a) - h+ %Qu(h) + o(||h]?).

8.4.11 Definition: Extremum

Sei u: D — IR. a € D C IR"™ heifit Stelle eines Maximums bzw. Minimums (zusammen: Extremums)
der Funktion u, wenn

u(z) < u(a) bzw. u(z) > u(a) fir alle ||z — a|| < 6.

8.4.12 Satz

Seiu: D — IR und a € D.
(1) Ist a Stelle eines Extremums und existiert u/(a), so ist u/(a) = 0.

(2) Ist sogar u € C?(D), so gilt im Falle eines Maximums bzw. Minimums, dak H,(a) negativ bzw.
positiv semidefinit ist.

Beweis:
(1) o(t) =u(ar +t,az,...,a,) hat Extremum fiir ¢ = 0, d. h. ¢’(0) =0 = ug, (a), also ist u'(a) = 0.
(2) Gilt:

Minimum: = ¢”(0) <0 ugy4,(a) <0,

Maximum: ¢”(0) >0 g,z (a) >0

Z. B. fiir das Minimum: Sei ||h| < §:

u(a) <ula+h) =u(a) +u'(a)- h—l—%Qu(h) + o(HhHQ)
——
=0

1
= §Qu(h) + o(||R||?) > 0 fiir ||R|| < .

Wihle nun e € IR™ und setze h = te mit kleinem ¢ € IR. Dann ist

o qQulte) +ollhel) = 2 (3Qu(e) + (1) fur 10
>0

>0

Fiir t — 0 ist damit dann @, (e) > 0 fur e € R", d. h. @, ist positiv semidefinit.

8.4.13 Satz
Sei u € C%(D), a € D, u'(a) = 0 und H,(a) positiv bzw. negativ definit. Dann ist a Stelle eines

Minumums bzw. Maximums.
Ist H, indefinit, so liegt in a weder ein Maximum noch ein Minimum.
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Beweis: Sei Q, positiv definit. Dann ist

1
u(a+h) = u(a) = 5Qu(h) + o1 ]*)
W—/ o 2
Za”hHQ H<§”h”

mit a>0 fiir ||h||<d
> (a - %) A% > 0 fir 0 < ||h] <&

Also ist in a ein Minimum.

8.4.14 Beispiele

(1) Sei u(z,y) = 22 — y?. Dann ist u, = 22 und u, = —2y. v/ = 0 gilt genau fiir (x,y) = (0,0).
Es ist uze = 2, gy = 0 = uy, und uyy = —2.

Also ist H, = 3 _02> H,, ist indefinit.

Also gibt es keine Extrema.

(2) Sei u(x,y) =zy(l —x — zy).
Dann ist u, = y(1 — 2 —y) + zy(—1) = y(1 — 2z — y) und u, = (1 — 2y — ).
ug =0, Uy = 0 «— (x’y) € {(0’0)7 (1’0)7 (O’ 1)7 (%7 %)}

Es ist uze = =2y, uyy = —2x
und Ugy = Uyz = —2T — 2y.
H,(0,0) = ((1) (1)> ist indefinit.

0 —-1\.. . :
H,(1,0) = 1 o) st indefinit.

H,(0,1) = (:? _01> ist indefinit.

_2
Hu(%’%) = < %

WINO| =

) ist negativ definit, also liegt ein Maximum vor.
2

(3) Sei u(w,y,2) =a?+y?> -2y —x+ 22— 2
Es sind dann
Uy =22 —y—1
Uy =2y — T
Yy, =22—1=0
ES iSt (um’u?ﬁuz) = (07070) fur (:U,y,z) = (%7 %7 %)
2 -1 0
und H, = | —1 2 0| ist positiv definit,
0 2
1
2

0
. . 2 1 . ..
also liegt in (g, 3 ) ein Minimum vor.

8.5 Implizite Funktionen und Umkehrfunktionen

8.5.1 Beispiel

Die Gleichung x¥ = y* hat fir z,y > 0 z. B. folgende Losungen:
y==z
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8 Mehrdimensionale Differentialrechnung

r=4, y=2
y=4, =2
Gibt es weitere Losungen?

8.5.2 Schreibweisen

Im Folgenden ist IR"*"™ := IR" x IR™. Fiir (;) oder (z,y) ist x € IR" und y € R™.

8.5.3 Satz iiber implizit definierte Funktionen

Essei U= K(2,7) CIR" und V = K(y°, 0) C R™.
Auferdem sei f: U x V — IR™ mit f(2°,4°) = 0 gegeben.
f sei stetig,

on  on
o1 OYm

fy = : :
Ofm Ofm
Iy OYm

sei stetig und det f, (2%, 4°) # 0.
Dann gibt es Kugeln Uy = K (2°,79) und Vo = K (y°, 00), sowie eine stetige Funktion g: Uy — Vj mit

{(x,y): T e UO? Yy e ‘/07 f(xvy) = 0} = {(l’,g(ﬂf)) T e UO}
Ist f, stetig, so ist g € C'(Up,IR™) und in Uy ist
g'(x) = =(fy(z,9(2)) 7" fulw, g(2)).

Beweis: Sei OBdA zp =0 € IR” und 3 = 0 € IR™ (sonst betrachte f(z°+x,y° +y) = f(x,y) = 0).
Setze
A= (f,(0,0))"".

Dann ist

f2,y) =0 = y=y—Af(z,y) = F(z,y).
Beachte: Es ist F'(0,0) =0 € IR™ und F;(0,0) = 0 ist (m x n)-Nullmatrix.
Wiéhle nun Up und Vj so, daf ||F(z,0)| < 0o/2 fir x € Uy ist (dies ist wegen der Stetigkeit von F
mdglich), und dah [|Fy(z,y)| < 3 ist fiir (z,y) € Up, Vo.

Eindeutigkeit von g:
Zeige: Zu x € Uy gibt es hochstens ein y € Vy mit f(z,y) = 0.
Annahme: Es gibt y,z € Vp mit f(x,y) = f(x,z) = 0. Es gilt dann:

y=F(z,y)
z=F(x,z)
Nach Subtraktion gilt dann:
y—z = Flzy -F(2)

MWS 111
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Daraus folgt dann:

-~

1
Iy < | [ Bty + (=02 di] - Iy~ 2|
0

1
I-l<z

IN

Sy — =
“lly—=2
5 11Y )

also ist y = 2.

Existenz von g:
Setze
M = {u: u ist stetig in Uy, u: Uy — Vp, u(0) =0} .

Definiere folgende Metrik auf M:
d(u,v) := sup {[lu(z) —v(z)||: = € Uo}.

Anmerkung zur Definition dieser Norm:

Sei B = {u € C(up,IR™): u(0) = 0}.

Auf B ist folgende Norm definiert: ||u||oo := sup {||u(x)||: = € Up}.
B ist ein Banachraum.

M ist abgeschlossene Teilmenge von B mit d(u,v) = ||u — v]|co-

Also ist M vollstéandig.
Definiere nun eine Kontraktion 7" auf M:

' {u eM +—Tu
' (Tu)(xz) = F(x,u(x))

Zeige nun:

1. T: M — M, T ist Selbstabbildung

2. d(Tu,Tv) < 3d(u,v), T ist eine Kontraktion.
Dann gibt es nach dem Banachschen Fixpunktsatz (55, Seite IR1]) (genau) ein u € M, stetig mit
u = Tu, d. h.

u(z) = F(z,u(z)) = u(x) — Af(z,u(z))
<~ f(z,u(z)) =0 in U,.

Setze dann g = u.

Beweise nun, daf 7" eine Selbstabbildung (1) und Kontraktion(2) ist:

(1) u(z) := (Tu)(x) = F(x,u(x)) ist wohldefiniert, da ||u(x)|| < go ist, und da F in Uy x Vj definiert
ist.
Es gilt: u(0) = F(0,0) = 0.
u ist stetig.
Ist ||a]| < 0o, d. h. gilt u: Uy — Vp?

[a(@)[| < [[F(, 0)[| + | F(z, u(x)) — F(z,0)]]

1
<+ 5lu(@) — 0]l < oo.
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8 Mehrdimensionale Differentialrechnung

(2) Beweis der Kontraktion:
Seien u,v € M, = Twu und v = Tv. Dann ist

fir alle x € Uy.
Also ist d(, ) < d(u,v).

Differenzierbarkeit von g (zunichst in x = 0). (Es ist F € C1(Uy x V5, IR™))
Es gilt die Approximation

F(z,y) = F:(0,0)x + o([|(z, y)||) fir (z,y) — (0,0).

Beachte dabei, dak F,(0,0) = 0 ist.
Insbesondere gilt:

9(x) = F(z,9(x)) = Fz(0,0)x + o(||(z, g(2))]|,
also ist g(x) = O(||z||) fiir x — 0.
Es ist dann
9(x) = F(0,0)z = o([|(z, g(x))I]) = of[|])) fiir  — 0

g(x) = g(0) — F4(0,0)z = o(||z]),
d. h.
g'(0) = +F(0,0) = —Af.(0,0) = (£,(0,9(0))) " f2(0, g(0)).

Also gilt die Behauptung fiir x = 0.
Differenzierbarkeit von g fiir £ € Up: Es ist zu zeigen:

g (&) = —(f,(&9()) " f2(€,9(9)) fitr € € Up.

Die Rolle, die (2°,9°) gespielt hat, kann jeder Punkt (&, g(€)) iibernehmen.

8.5.4 Beispiel

Fiir n = 2 und m = 1. Die Gleichung
sin(z + z) +sin(y + 2) = 2

ist in einer Umgebung von (z,y) = (0,0) in der Form z = ¢(z,y) aufzulésen, wobei ¢(0,0) = 0 ist.
Uberpriife die Voraussetzungen: Es ist f(z,y, z) = sin(z + z) + sin(y + 2) — 2.

£(0,0,0) = 0

Auferdem ist f,(z,y,2) = cos(z + 2) + cos(y + z) — 1

£.(0,0,0)=1+1—1=10.

Also existiert eine Funktion g: Uy — Vp mit ¢(0,0) = 0 und f(z,y,g(x,y)) = 0 fir alle (z,y) € U,.
Dabei ist Uy = K((0,0),79) € IR? und V = (—o, 0).

Berechne nun g¢,(0,0) und g,(0, 0):

Es ist f(x,y,g(x,y)) = 0 in Uy. Differenziere nach = und y.

Dann ist

e+ for9:.=0
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und
fy + £ gy = 0.
In (z,y) = (0,0), z = 0 gilt dann:
1-9.(0,0) = —f,(0,0,0) = —cos(0+0) = —1

1-94(0,0) = —f,(0,0,0) = —cos(0+0) = —1.

8.5.5 Satz uber die Umkehrfunktion

Sei f: D — IR™, D C IR™ Gebiet, f € C*(D,IR").
AuRerdem sei & € D und det f'(€) # 0. Dann gibt es in einer Kugel Vj = K (n, ) eine Umkehrfunktion

g von f mit g(n) = ¢.
g ist dadurch eindeutig bestimmt und es gilt:

Beweis: Setze F': D x IR" — IR" mit F(z,y) := f(z) —v.
F e CYD x R",IR™) und F(&,7n) = 0.

F.(z,y) = f'(x), also ist det F,.(¢,n) = det f/(£) # 0.
Nach dem Satz iiber implizite Funktionen existiert Vo sowie g € C*(Vp, IR™) mit

g(n) =¢
und
F(g9(y),y) =0 fur alle y € V.
Es gilt:

flg)—y=0,g=f"inV
flay) =y
f9)-d'(y) =1 =diag(1,...,1).

Daraus folgt die Behauptung fiir ¢'(y).

8.5.6 Definition: Diffeomorphismus

Eine bijektive C'-Funktion f: D — G mit f~! € C'(G,IR™) heift Diffeomorphismus.
8.5.7 Satz iiber die Gebietstreue

Ist f € CY(D,IR™) mit einem Gebiet D C IR" und regulirem f'(z) in D, so ist f(D) wieder ein
Gebiet. (f'(z) ist regulér, wenn die Determinante ungleich Null ist.)
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8 Mehrdimensionale Differentialrechnung

Beweis: G = f(D) ist zusammenhéngend, weil D zusammenhéngend und weil f stetig ist.
Seinun 7 € G = f(D) und n = f(§).

Da det f/(£) # 0 ist, existiert eine Kugel Vo = K(n, o) sowie f~1: Vo — D.

Es gilt: Vy C f(D), n ist innerer Punkt, beliebig.

Also ist f(D) = G offen.

8.6 Extrema mit Nebenbedingungen

8.6.1 Allgemeines Problem

Sei D C IR" ein Gebiet, f: D — IR und g: D — IR™ mit m < n.
Gesucht sind Maxima bzw. Minima von f auf

M = {z: g(z) = 0}.

Extremum von f unter der Nebenbedingung g = 0.

8.6.2 Konkrete Probleme

(a) A sei eine symmetrische n x n-Matrix.
Maximiere bzw. Minimiere 27 Az auf der Menge {z: ||z| = 1}.
Hier: f(z) = 2T Az, D =R", g(x) = ||=||* - 1.

(b) Maximiere z123. ..z, unter der NB z; + - - + 2, = n, alle 2, > 0.
Hier: f(z) =z1...2n, 9(x) =21+ -+ 2n—n, D={z: 21 >0,...,2, > 0}.

8.6.3 Lagrangesche Multiplikationsregel

f € CY(D) habe in ¢ € D ein Extremum unter der Nebenbedingung g(x) = 0, wobei g € C1(D, R™)
und rg¢'(§) =m, m < n.
Dann gibt es ein A\° € IR™ mit: Die Ableitung von

H(z,A) := f(x) = X-g(x)

H: D x R™ — IR verschwindet in (&, \°).
A\ heifit Lagrangemultiplikator.

Beweis: Sei rg ¢’(§) = m. Dann enthélt die m x n-Matrix eine reguldre m x m-Matrix. Nach Um-

numerierung sei OBdA (gi“

) regulér.
pr=1,....m

Schreibe x = (y, z) und & = (n,(). Dabei ist y = (z1,...,2m) € R™, 2 = (Tmy1,--.,2,) € RP™,
n€R™ und ¢ € R"™™.

Es ist g(y,2) =0, g(n,¢) = 0 und gy(n, {) regulér.

Nach dem Satz iiber implizite Funktionen gibt es eine Kugel U = (¢,r) C IR""™ und h € C}(U,IR™)
mit

g(h(z),z) =0in U

9(y,z) #0 fir z€ U, y # h(z)
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®(z) = f(h(z),2), definiert in U, hat Extremum in z = ¢ € U, also
¥'(¢) = 0.
Es ist ®'(2) = fy(h(2),2) - h'(2) + f.(h(2), 2) und g(h(2),2) =0in U.
= ()2 B Ha:((2),) =0
mxn-Matrix mx(n—m)

9y(M(C), ¢) = gy(n, ¢) ist regulér.
Mit Einsetzen von (2) in (1) ergibt sich
(€)= (990, )) " - g:(1.0)
~fy(,€) - (9y(n, Q)" 1g:(1,0) + fo(1,¢) = 0
—fy(€) - (95(8)) " g:(&) + £2(€) = 0

Setze (\0)T := —f£,(&) - (g4(€))~! € R™. Daraus folgt dann:

fot A% =0in¢

fy+ Mg, =0in ¢

8.6.4 Beispiel

Maximiere bzw. Minimiere 27 Az unter der NB ||z[|? = 1.

(1) S"~1 = {||z||* = 1} ist kompakt.
Also existieren Maximum und Minimum von xf Az auf S*1.

(2) Setze

n
o) = ot 1= (302 -
v=1
Esist m =1 <n,
d(x) = (2z1,2x,...,2x,) # 0 auf S"1
und rg¢'(z) = 1.
(3) Esist

H(z,\) = Zn: Ay XLy — A - <<Zn:3:,2,) - 1)
v=1

v,v=1

Dann ist

n n n

H,, :Zag,,x,,—f—z:czwxu—Q)\xg:Q ((Zag,m,j> —)\x9> éO firo=1,...,n
v=1 u=1 v=1
n

Hy=Y a2-1=0

v=1
— Az — Xz =0und |z]*=1

Minimum und Maximum von z! Az werden nur in Eigenvektoren auf S"~! angenommen. Dabei
ist A der zugehorige Eigenwert.

miq,ma)f 2T Az € {xTA:U: re s g Eigenvektor}
Ssn—1 Sn—

max, min z’ Az =grokter bzw. kleinster Eigenwert.
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8.6.5 Praktisches Vorgehen

Gesucht: Extremum von f(x) unter der NB g(x) = 0.
1. Ansatz: H(z,A) := f(x) + Ag(x).

2. Ableitung berechnen und gleich 0 setzen:
Hy=f 4+ =0 Hy=g=0
Dies sind n + m Gleichungen mit n + m Unbekannten.

3. Auflésen nach (z, A). A nicht unbedingt explizit erforderlich: Lésungen (£, A).
4. Tst rg ¢’'(§) = m? Hat f unter NB iiberhaupt Extrema? Wenn ja, suche unter den Werten f ().

8.6.6 Beispiele
1. Maximiere z1x2 ...z, unter der NB z1 +xo + -+ + 2z, =n (z1,...,2, > 0).
Esist f(x) =x1...2p, 9(z) =214+ +2zp—nund D={z: 2z, >0firv=1,...,n}.
Ansatz:
Hx,\)=z1...x2p + NMa1+ -+ 2y, — n)
ijzm+/\;0ﬁirallej
Lj
Hy=x1++z,—n=0
Alsoist z1 =29 =---=x, =1,da x; + - - + 2, = n ist und alle x, gleich sein miissen.

Esist £ =(1,...,1). Ist
f(§)=1---1=1=Maximum unter NB?

Esist ¢'(z) = (1,...,1) #0 und rg ¢'(z) = 1 = m.
Existenz des Maximums:

{z:z1+ 4+xp=n,21,...,2, >0}

ist kompakt. Darauf hat f ein Maximum. Es wird nicht angenommen, wenn ein z, = 0, also
angenommen, wo alle z,, > 0 sind, also in D.

2. A sei eine n X n-Matrix mit

n
2 _
E Ay =M.

pr=1
Gesucht ist A, so daft det A maximal wird.

(a) {(a11,...,01n,021,...,02n, ..., Qn1,...,0nn): ay, v € R} = R®)

(b) {au.: Zl a?, = n} ist kompakt.
pov=

(c) A det A ist stetig. Somit existiert das Maximum.

n
(d) Es gilt det A = )" a;, A, (LaPlace’scher Entwicklungssatz).
k=1
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(e) Setze f(A) =detAund g(A)= 3 a2, —n.
pn,v=1

Ansatz:

H(AN) =det A+ A Z afw—n
p,v=1

n n
ZzajkAjk—l-/\ Z aiy—n

k=1 p,v=1

oOH . - Gajk
aajg 1 861]'[

Aje = —(2N)ajq

n n
det A = Zangjg = —2)\20,?5
=1 =1

Ajk + 2>\ajg = Ajg + 2)\ajg =0

fir j=1,...,n.

Dann ist
n-det A= —2\- ZZ%Q[ =n(—2X)
=1 j=1
det A = —2\.
Es gilt:
An ... An
L . . _ A—l
det N
A, .. A,
—2A
AT — A—l A—l — AT
det A =

A ist Orthogonalmatrix, also ist det A = 1.

8.6.7 Satz

n
Unter allen n x n-Matrizen mit a’/zw = n haben genau die Orthogonalen maximale Determinanten
pr=1
det A =1.

Hadamardsche Determinantengleichung: Sei A eine n x n-Matrix:

n
,=" genau dann, wenn kzl ajrag, = 0 ist fiir j # £.
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8 Mehrdimensionale Differentialrechnung
Beweis: Ist o.k., wenn det A = 0 ist.

Sei det A > 0 und setze

Es ist S; > 0. Setze

Dann ist

Zbk—n = (det B)?
7,k=1

(det A)? = s7---22(det B)> < z%... 52

Gleichheit ist dabei genau fiir orthogonales B. Rest als Aufgabe.
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9 Kurvenintegral

9.1 Riemann-Stieltjes Integrale

9.1.1 Feste Bezeichnungen, Riemann-Stieltjes-Summe

[a,b] C R ist ein Intervall. Z = {to,t1,...,tn} ist Zerlegung von [a,b] mit a =tg < t1 < -+ < t,, = b.
T = {71,...,Tm} ist ein passendes Zwischenpunktsystem mit ¢;_1 < 7; < t;, f,¢: [a,b] — IR sind

Funktionen und
m

o(Z,7,f,9) = > f(r3) - [9(t;) — g(t;-1)]

J=1

ist Reimann-Stieltjes-Summe fir f,g.
Bemerkung: Fiir g(t) =t ist die Riemann-Stieltjes-Summe eine Riemannsche Zwischensumme.

9.1.2 Definition: Riemann-Stieltjes-Integral

f heifst integrierbar beziiglich g und
b

A= [ rdg

a

heifst Riemann-Stieltjes-Integral von f beziiglich g, wenn gilt:
Zu jedem € > 0 gibt es ein § > 0, so dafs

’O-(Zvvamg) _A’ <e

fir alle Zerlegungen Z mit |Z] := mrglfc(tj —tj—1) < 0 und alle Zwischenpunktsysteme 7.
j:

9.1.3 Bemerkung

Fiir g(t) = t ist das Riemann-Stieltjes-Integral gleich dem Riemann-Integral.

9.1.4 Beispiel

Seien f,g: [—1,1] — IR, f stetig in ¢ = 0 und

Wersion 4.10 vom 19. Dezember 2002
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Behauptung:

Beweis: Sei Z Zerlegung und 7 Zwischenpunktsystem. Wahle j so, daf t;_1 < 0 <¢;. Dann ist
o(Z, 7, f.9) = f(75) - [9(t;) — g(t;-1)] = [B — o] - (f(0) + f(75) — £(0))

Sei € > 0. Wahle § > 0 so, dak
|f(7) = f(0)] < e fir |r| <.

Fir |Z] < § gilt dann:
lo(Z,7,f,9) —(B—a)- fFO)|<[B—af-e.

9.1.5 Cauchykriterium

b
| f dg existiert genau dann, wenn es zu jedem € > 0 ein 6 > 0 gibt mit
a

lo(Z, 7, f,9) —a(Z, 7, f,9) <e

fir alle Z, Z’, 7 und 7/ mit |Z] < ¢ und |Z’| < 4.

Beweis:
»=" Wie immer.

»<" Wihle Folgen (Z,) und (7(") so, dak |Z,| — 0.
Es ist
on = 0(Zn, 7™, f,9) € R.

(oy,) ist Cauchyfolge in IR. Also ist o, — A € R.
Sei € > 0 und Z beliebig mit |Z| < § und ZPS 7.
Aus (@) folgt dann fir Z und Z,, mit |Z,| < §:

lo(Z,7, f,9) — J(Zn,’i'(n), f,9)] <e.

b
Fiir n — oo ist dann |0(Z,7, f,g) — A| < e, also ist A= [ fdg.
a

9.1.6 Eigenschaften des RS-Integrales
(a) f-Linearitét:

b b b
/mm+wmw:m/ﬁ@+m/h@

(b) g-Linearitét:
b

b b
/fﬂmm+wm%ﬂn/f@er/f@2

a
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(c) Existiert

so existiert fiir [¢,d] C [a, b] auch

(d) s gilt:
b c b
[rda= [ 1dg+ [ 1ag

Beweis:

(a) v

(b) v

(c) Sei e > 0. Wahle dazu § > 0 so, da (@) aus dem Cauchykriterium gilt.
Wihle nun eine Zerlegung Z von [c,d] mit ZPS 7 und |Z]| < 6.
Ergénze nun Z zur Zerlegung Z von [a, b] mit |Z| < 6.
Ergénze entsprechend 7 zum ZPS 7 von [a, b].
Wihle nun Z; wie Z, 71 wie 7.
Erginze Z; und 7! genauso wie Z und 7 zu Zi und 7). Dann ist

0(Z,7, f,9) — o(Z1, 7V, £,9)| = |0(Z,7, f,9) — 0(Z1,7V, f,9)| < e,

d. h. das Cauchy-Kriterium ist fiir [c, d] erfiillt.

(d) Aufgabe.

9.1.7 Partielle Integration

Zuerst noch einmal fiir das Riemann-Integral. Es ist

b b
—/f’c-gdt.
a
a
b

Fiir das Riemann-Stieltjes-Integral gilt: Existiert [ f dg, so existiert auch
a

b b b
/gdfzf-ga—/fdg-

/bf'g’dtzf-g
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Beweis: Sei Z Zerlegung und 7 ein Zwischenpunktsystem.

m m m—1
o(Z,79, 1) =Y 9(m) [ft) = Fti-0)] =D g(m)f(ty) = D glmi) f(t))
j=1 Jj=1 Jj=0
==Y ft)lg(mi) — 9(73)] = 9(70) f (to) + 9(Tm41) f (tm)
=0

b

_G(Zllevfag) +fg

a
Dabei ist 79 = tp und 741 = tyn.
Damit ist Z' = {79, ..., Tm+1} Zerlegung und 7" = {¢tg, ... t,;} ZPS.

Sei € > 0. Wahle 6 > 0 so, dak
b

O-(Za%?fag)_/fdg <e

a

fiir alle Z mit |Z| < § und alle 7 ist.
Sei nun |Z| < % Dann ist |Z/| < 2- % = ¢ und damit ist

a(Z', 7, f,q) /fdg < g,

also ist fiir |Z]| < g

o(Z,7,9,f)— fg

y b
+/fdg <e.

Daraus folgt die Behauptung.

9.1.8 Zusammenhang zwischen RS- und R-Integralen

Sind f und ¢’ Riemann-integrierbar, dann ist

/bfdgz/bf(t) g'(t)dt

Beweis: Sei Z Zerlegung mit Zwischenpunktsystem 7. Dann ist

va ZfT] j (t] 1)]

MWS:
=(tj—tj-1)9' (%)

D IUQUGICERY

j=1

+ D F)e (7) = o' ()t = ti1)
j=1
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9.1 Riemann-Stieltjes Integrale

Sei e > 0und 6 > 0 so, dafs
b
L |o(Z,7,f-¢)— [ f(t)g (t)dt| < e fiir |Z] < § und alle 7.
2. 18(Z,¢")—s(Z,¢")| <efur |Z] <.

f ist beschrankt, d. h. |f| < M.

b

b
o(Z,7 f,g) - / f0g W) dt| < |o(Z.7, f') — / fd de| +15]

a

<e,|Z|<d

<e+ ZM [ sup ¢'(r)— inf  g(7)](t; —tj-1)

tj_1<T<t, tj—1<T<E

<e+ M -efir |Z] <9, alle 7.

9.1.9 Satz: Existenz des RS-Integrales

b
Ist f € C([a,b]) und ist g monoton, dann existiert | fdg.

Beweis: Fiir monoton wachsendes g.
Sei € > 0.

1. Dazu existiert ein § > 0 mit
1f(s) = f(t)| <e
fir x,t € [a,b], |s — t| < I (gleichméafige Stetigkeit).
2. Sind Z und Z’ Zerlegungen mit Z C Z’ und |Z| < 6, so gilt:

lo(Z,7, f,g9)—o(Z', 7, f,g)| < e(g(b) — g(a)).

Beweis:
Berechne die Beitrége von [t,—1,t,] zu den o(Z,...) und
berechne die Beitrige von [t,—1,t,] zu den o(Z',...):

v+k
Z: ) lolty) — Ft 1= 3 f5)- [o#)) — gt 1]
Jj=v+1
v+k
Z' Y f) - lath) — g(ty-y)]
Jj=v+1

Dann ist fiir |7, — 7| < d:

’0-(27 T, fag) - O-(Zllev fa g)’ < EZ(g(t;) - g(tg—l))
=1 N———

233



9 Kurvenintegrale

3. Seien nun Z’ und Z” beliebige Zerlegungen mit |Z’'| < ¢, |Z”| < § und Zwischenpunktsystemen
7/ und 7.
Setze Z =27'UZ" und 7 =7 UT".
Dann ist |Z] < ¢ und

lo(Z',7', f,9) —a(Z", 7", f,9)| < |o(Z') = a(Z)| + |0(Z) — a(Z")]
< 2e(g(b) — g(a))

b
Das Cauchykriterium ist also erfiillt, d. h. das Integral [ fdg existiert.

9.2 Funktionen von endlicher Variation

9.2.1 Definition: Variation

Sei g: [a,b] = R. Ist Z = {to,t1,...,tm} eine Zerlegung von [a, b], so setzt man

var(Z,g) == Z lg(t;) —g(tj—1)]
=1

J

und
V2(g) := sup{var(Z,g): Z ist Zerlegung von [a, b]}.

V2 (g) heifit (Total-)Variation von g. Ist V,°(g) < oo, so heikt g von endlicher (beschrinkter) Variation.

9.2.2 Beispiele

(1) Sei g monoton (). Dann ist

var(Z,g) = Z lg(t;) — g(tj-1)|

[<3
I\gE
i)
—~
~
<
~—
|
i)
—~
~
<.
L
~

7=1
= [g(b) — g(a)|
= V2(g) = lg(b) — g(a)|

(2) Sei ¢’ € R([a,b]). Dann ist

var(Z,9) = > _|g(ty) = g(tj1) |
=(tj—tj-1)9'(5)
S(Z,g') Obersumme

s(Z,¢") Untersumme
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9.2 Funktionen von endlicher Variation

(3) Sei
tcost fir0<t <1
g(t) = .
0 firt=20
in [a,b] = [0,1]. g ist stetig, aber nicht von endlicher Variation.

Wihle folgende Zerlegung Z fiir m € IN:

Dann ist
> la(ty) = g(tj-1)l = ‘— COS(Wm)‘ +) -+
m J Jj-1
j=1 e
1
> -
=17

— oo fir m — oo.

(4) Aufgabe: Zeige, daft

t

0 firt=0

tZeosT fir0<t<1
g(t) =

von endlicher Variation ist.

9.2.3 Satz

Ist g von endlicher Variation, so ist

¢ fii t<b
o(t) = Vi(lg) fira<t<
0 firt=0

monoton wachsend und dort stetig, wo g stetig ist.
Beweis: Sei a < ¢ < b. Dann gilt:
V=TT

Beweis hierfir:

Seien Z' und Z" Zerlegungen von [a, c] bzw. [¢,b], Z = Z' U Z". Es ist dann:

VP(g) > var(Z,g) = var(Z’,g‘[M]) + Var(Z”,ghC,b}.

Also ist V! > Ve + Vaur(Z”,g‘[C b}) und auch V? > Ve + VP
Nun die Umkehrung: Z sei Zerlegung von [a,b], Z. = Z U {c}.
Damit ist (& als Aufgabe):

mit Z' = Z¢ N [a,b] und Z” = Zc N [c, b].
Also ist var(Z, g) < Vi€(g) + V2(g) und damit V;? < V¢ + V2.
Zusammen ergibt sich die Behauptung.
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9 Kurvenintegrale

Monotonie von v: Sei a < s < t < b. Dann ist

v(t) =v(s) + Vi (g) = v(s).

Stetigkeit von v: Sei € > 0. Dann existiert eine Zerlegung Z von [a, b] mit
var(Z,g) > V2(g) - &.
Sei nun a < ¢ < d < b. Setze dann

Z =(ZN[e,d)) U{c,d}
Z1 = (ZnN|a,c])U{c}
Zs = (ZN[d,b]) U {d}.

Dann ist
var(Z, gl . g) > Vél(9) — <,
denn es ist
V2(g) < var(Z,g) + ¢
(Z1,9) +var(Z,g) + var(Zy, g) + €
< VE(g) +var(Z,g) + VP (g) +¢

= var(Z1,

Also ist V4(g) < var(Z,g) +¢.

Zeige nun: Wenn g in 7 € [a, b] stetig ist, so ist v rechtsseitig stetig in 7.
(Zeige dann genauso, daf v auch linksseitig stetig ist).

Sei € > 0 gegeben. Wéhle Z mit

Var(Z,g) > Vab(g) —¢&.

Wihle ¢ > 0 so, daf (7,7 + 0) keinen Teilpunkt von Z enthélt.
{7,t} ist Zerlegung von [r,t]. Es ist

l9(t) — g(7)| > V(9) —
=ou(t) —ov(r) —e.
Damit ist dann
0 <w(t)—v(r)

< |g(t) — g(7)| +e.
N——

<e fur [t—7|<d’

Also ist
lo(t) —v(T)] < 2¢

fir 7 < t < min(r + 9,7 + 0').
Das heifst, dafs v stetig ist.
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9.2 Funktionen von endlicher Variation

9.2.4 Zerlegungssatz

g ist genau dann von endlicher Variation, wenn es eine Darstellung
9=91— 92
mit monoton wachsenden Funktionen g; und go gibt.

Es gilt dann:
V2(9) < Vi(g1) + Vi (go).

Beweis:

w<="1 Setze g = g1 — g2. Dann ist

var(Z, g) < Z —g1(tj—1)| +1g2(t;) — ga(tj—1)|

<var(Z,g1) + var(Z, g2)
< V(1) + Vi (g2)
Daraus folgt dann die Behauptung.

»= 1 Konstruiere g; und go wachsend mit g = g1 — ¢go und
V2(9) = Vi (g1) + Vi (g2).
Es wird definiert:

m

ve(t) :=sup 4 > (g(t;) = g(t;—1))*: {to, ..., tn} bel. Zerl. von [a, )
j=1
sind die positive bzw. negative Variation.
Es gelten:

(1) () +v—(t) = Vi(9)
(2) v (t) — v (1)

I
S

g(t) — g(a), denn es ist

= Z(g@j) g(tj-1))
= g(b) —g(a)

Es gilt dann:

g1 und go sind monoton wachsend wie V!.
Es ist:

Nach Addition gilt:

237



9 Kurvenintegrale

9.2.5 Satz

Ist f stetig auf [a,b] und g von endlicher Variation, so existiert f; fdg, und es ist

b
(/fdgzélfhm-wﬂg)

Beweis:

Existenz: Es ist ¢ = g1 — go mit monoton wachsenden g7 und g». Dann existieren

b

/fdgj fir j =1,2.

a

b b b
[tda= [ 1don~ [ 1

Also existiert auch

Abschidtzung: Es ist

0(Z,7, £.9)| = > F(m)(g(t;) — g(tj—1))

j=1
< Iflle - var(Z, g) < || flloo - Vi (9)-

Also ist auch

b
/f@fﬂﬂ&-ﬁw)

9.2.6 Folgerung aus dem Zerlegungssatz

Man kann g; und gs so wihlen, daf sie iiberall dort stetig sind, wo auch g stetig ist. Ist insbesondere
g € C([a,b]), so kann man g1, g2 € C([a,b]) wahlen.

Beweis: Wie bei v(t) zeige:
vy und f_ sind dort stetig, wo auch g stetig ist. Setze dann g1 = vy + g(a) und g = v_.

9.2.7 Mittelwertsatz

b
Sei f: [a,b] — [m, M] und g: [a,b] — IR sei monoton. Auferdem existiere [ f dg.
(a) Dann existiert ein p € [m, M| mit
b

/fwzu«mw—mw»

a
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9.2 Funktionen von endlicher Variation

(b) Ist f € C([a,b]), so gibt es ein £ € (a,b) mit

b
/ fdg = £(€) - (a(b) — g(a)).

Beweis: Als Aufgabe (Riemann-Integral: g(t) = t).

9.2.8 Beispiel zum RS-Integral

Sei f: (0,00) — (0,00), stetig differenzierbar mit f — 0 fiir ¢ — oo.
Dann ist

)

[N

N——

T
L:/f(t)d( -
)

=g(t)
endliche Variation

= 1) (1)} - /T CHEERE
é

T T
r= [t [ rea(in-3)
5 5
A T]
— [swae=y 1w
s k=1
Daraus folgt:
[T) T T
fk)y=[ ft)dt + f(T)g(T) — f(d)g(®) — [ f'(¥) |t —[t] — 5 ) dt
; 5/ g g 5/ ( )
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9 Kurvenintegrale

mit

rl=| [ 1o (t-10-3) a

"(t)] dt.

IN
(NN .
=

9.3 Wege und Weglangen

9.3.1 Definition: Weg
Eine stetige Abbildung v: [a,b] — IR™ heift Weg. y(a) ist der Anfangspunkt und ~y(b) ist der End-
punkt.
v :={y{): a <t < b}
ist der Trager von .

9.3.2 Definition: rektifizierbarer Weg, Liange

Ein Weg ~ heifst rektifizierbar, wenn
) = sup Z lv(t;) —y(ti—1)|l: {to < t1 <--- <ty } bel. Zerl. von [a, b]
endlich ist. L(~y) heift Ldnge von ~.

9.3.3 Satz

v ist genau dann rektifizierbar, wenn die 1,72, ...,7, von endlicher Variation sind.

Beweis: Sei Z = {to,...,tm} Zerlegung.

n

m m m
Z‘V@(tj = Yo(tj—1) Z (-l < ZZ Yw(tj) — W (tj-1)]
j=1 j=1 j=1v=1

firp=1,...,n
Es gilt dann:

m
vaergsZ Al < Y van(Z)

v=1

fir p=1,...,n. Also ist

V(1) L) <) Vi(m).

240



9.3 Wege und Wegliangen

9.3.4 Satz

(a) Ist v rektifizierbar, so ist die Bogenlinge

S(t) = L(fY‘ [aﬂ)

stetig und monoton wachsend und

b
L(y) = /1ds (Riemann-Stieltjes-Integral).

(b) Ist ~ stetig differenzierbar, so gilt
t
)= [ IVl dr

Insbesondere ist

b
Ly) = / I ()l dr.

Beweis:

(a) Seia <t <t <b. Dann ist

s(t) — s(t) = L(3

[t,’t}) >0 = s/

n
0<s(t)—s(t) <Y Vi(y) — 0 fiir t =t — 0.
v=1
(b) Ist #' stetig, so sind 71, ...,7, von endlicher Variation, d. h. v ist rektifizierbar. Sei nun a < ¢’ <

t<b:

(a) s(t) = s(t') = [ (t) =],
Sei Z Zerlegung von [t',t], Z = {to,...,tm}-

SO hit) =t Dl =S / ¥ (r)dr
=1 =

<3 / I ()]l dr

]:lt]’—l

= j 1 ()l dr-

(b) s(t) — s(t) < f I () dr.
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9 Kurvenintegrale

Also ist

t
s(t) — s(t)) 1 ,
< .
<=0 < = [l
tl

t—t

Hv(t) — ()

Fiir ¢/ — ¢ gilt dann:
Y@ < s'@) < [V (@)

= §'(t) = |7/ (t)]|, also s € C*([a,b]).

Deshalb gilt:
t
s(t) = / I/ ()] dr

und

b
L(~) = s(b) = / I (), dr.

9.3.5 Beispiele
(1) Kreislinie im TR?:

To + rcost ..
() (yo—i-rsint) w0sis2m

;[ —rsint

T =\ reost
Iyl =7
21

L:/rdt:27rr

0

(2) Asteroide im IR?:

Esist fiir 0 <t <27

3
cos’t
0= (5

17112 = (3cos?(t) - sin(t))? 4 (3sin®(t) - cost)? = 9cos? tsin ¢t
3
I/ ()|l = 3| costsint| = §| sin 2t| = s'(t)

pi/2 w/2

L(’y):4'; /SiHQTdeg(—COSQT) =6

0 a

242



9.3 Wege und Wegliangen

(3) Schraubenlinie im IR3:

rCcost
y({) = | rsint |, mitr>0,h>0,0<t<a

ht
Il = V72
L(y)=Vr?+h? «

(4) Zykloide im IR?:

t —sint
= § <t<
(%) <1 ~ cos t> fir 0 <t <2rm

t
171> = (1 — cost)? +sin®t =1 — 2cost + 1 = 2(1 — cost) = 4sin? 2
Also ist

t
I/l = 2sin 3 fiir 0 < ¢ < 2

2
=38
0

Liy) =2 (2 (- cos %)

9.3.6 Definition: Aquivalenz von 2 Wegen

Zwei Wege a: [a,b] — IR™ und f: [¢,d] — IR™ heifen dquivalent, wenn es eine stetige, monoton
wachsende Bijektion h: [a,b] — [¢,d] mit a(t) = B(h(t)), a <t < b gibt. Kurz: a ~ (3.

9.3.7 Beispiel

a: [-1,1] — R? alt) = (,;)
B: [-1,1] - R? s = (“ A1)

« und (8 haben den gleichen Trager, gleichen Anfangs- und Endpunkt und die gleiche Lange. Setze
hier

9.3.8 Satz und Definition: Kurve, Parameterdarstellung

~ ist eine Aquivalenzrelation. Jede Aquivalenzklasse heift Kurve. Jeder Weg o einer Aquivalenzklasse
heillt Parameterdarstellung. h heiftt auch Parameterwechsel.

Beweis: Aufgabe.
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9 Kurvenintegrale

9.3.9 Satz: Eigenschaften dquivalenter Wege

Aquivalente Wege haben

(a) denselben Anfangspunkt
(b) denselben Endpunkt

(c) denselben Tréager

(d) dieselbe Léange

Beweis:

(a) Aufgabe

(b) Aufgbe

(c) Aufgabe
)

(d) Sei a: [a,b] — IR™ und G: [¢,d] — IR™ mit «(t) = B(h(t)).
Z ={to,...,ty} sei beliebige Zerlegung von [a, b].
Setze 1; = h(t;).
Dann ist Z’ = (19, ...,Tm) Zerlegung von |[c, d].

> lladty) — att;-)l =Y 18(r) = B(ri-) |
i=1 j=1

< L(B)

Also ist L(a) < L(f), da Z beliebig gewéhlt wurde.
Umgekehrt gilt auch L(3) < L(«). Benutze dafiir h=1.

9.3.10 Umorientierung von Wegen
Sei a: [a,b] — IR™. Dann ist v := —a der Weg
v(t) = a(—t) fir —b<t< —a.
Aufgabe: Zeige: a~ (3 = —a ~ —(.
9.3.11 Aneinanderhdngen von Wegen
Seien a: [a,b] — R™ und f§: [¢,d] — R"™ Wege mit a(b) = ((c). Dann ist der Weg v := a + [

folgendermafien erklért:
a(t a<t<b
V(t) = ) :
Blc+t—=0b) b<t<b+d—c
Aufgabe: Zeige: a~ a1, B~ 01 = a+ [~ a; + F.

9.3.12 Definition: Jordanweg/-bogen

Ist a: [a,b] — IR™ injektiv, so heiflt « Jordanbogen. Umgangssprachlich gesagt: Es treten keine Schnitt-
punkte auf.
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9.3 Wege und Wegliangen

9.3.13 Satz: Aquivalenz von Jordanbdgen

Sind « und 8 Jordanbégen mit |a| = || und gleichem Anfangspunkt, so sind « und 3 dquivalent.

Beweis: |a| = [5] C IR™ ist kompakt.

B: [e,d] — |B] ist stetig, bijektiv.

Damit ist 871 |8] — [c,d] stetig und bijektiv.

h(t) = B~ ((t)) ist stetig, bijektiv: [a,b] — [c, d].

h ist insbesondere monoton. h ist sogar monoton wachsend,

da h(a) = B~ (a(a)) = c und h(b) = B~ (a(b)) = d und a(t) = B(h(t))
Daraus folgt die Aquivalenz.

9.3.14 Definition: geschlossene Kurve, Jordankurve

a: [a,b] — IR™ heift geschlossen, wenn «(a) = «(b) ist. Ein geschlossener Weg heift Jordankurve,
wenn «: [a,b) — IR™ injektiv ist, aber a(a) = a(b) ist.

9.3.15 Jordanscher Kurvensatz

Ist v eine Jordankurve im IR?, so besteht IR? \ |y| aus zwei Gebieten G; (innen) und G, (aufen).
Dabei ist G; N G, = 0 und 9G; = 0G, = |7|.

Ohne Beweis.

9.3.16 Tangente an eine Kurve

Sei v: [a,b] — IR™ ein Weg, +/(to) existiere und sei ungleich 0. Dann ist

y(t) = ~(to) + ' (to)(t — to) + o(|t — to|)

und
7 y(to) + 7 (to)T fiir 7 € R

ist die Parameterdarstellung einer Geraden, der Tangente von « im Punkt ~(tp).

9.3.17 Definition: C'-Kurve, glatte Kurve

7v: [a,b] — IR™ heifit C* bzw. glatt, wenn v € C([a, b]) bzw. wenn v € C'([a, b]) und iiberall +/(t) # 0
ist.

9.3.18 Beispiel

() = (’;';') fir —1<¢<1.
7 ist ein C''-Weg, aber nicht glatt, da 4/(0) = 0 ist.
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9 Kurvenintegrale

9.3.19 Definition: stiickweise C'/glatt

7 heift stiickweise C! bzw. stiickweise glatt, wenn es endlich viele C1-Wege bzw. glatte Wege 71, . . ., Yn
gibt mit vy =1 4+ -+ 4+ Y.

9.3.20 Satz

Sei 7: [a,b] — IR" rektifizierbar und ~ sei auf keinem Teilintervall konstant. Dann ist s(t) = L(7[4,¢)
streng monoton wachsend.

Beweis: Zeige: s(t) < s(t') fur t < t":
Es ex. t" € (t,t") mit (") # ~(t) oder y(t") # v (t'):

s(t') = s(t) = [lv(t) = v (@)l + [ (") = ()] > 0.
Beachte: s: [a,b] — [0, L(7)] ist eine Bijektion, stetig und streng wachsend.
Die Umkehrfunktion [0, L()] — [a, b] heifle t = t(s).

9.3.21 Parametrisierung nach der Bogenlidnge

Die Parameterdarstellung

Y(s) = (t(s))
heifst Parameterdarstellung nach der Bogenlédnge. Sie ist dquivalent zu . Jeder Abschnitt von 4 hat
die gleiche Linge wie das entsprechende Definitionsintervall von 7.

9.3.22 Satz

Ist v: [a,b] — IR™ glatt, so existiert die PD J(s) = v(¢(s)) nach der Bogenlédnge und es gilt:

Beachte: Es ist s'(t) = ||/ (t)]|-

Beweis:

s(t) = / I/ ()l dr

s € CY([a,b]) (friitherer Satz).
s'(t) =+ ®) >0,

wegen der Glattheit von ~.
t = t(s) ist dann ebenfalls C!, also auch

Es gilt:
1

=1
Sl(t) t=t(s)

IV ()l = 17/ (E(s)1E' () = I ((s))l
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9.4 Kurvenintegral
9.4 Kurvenintegral

9.4.1 Definition

Sei v: [a,b] — IR™ und ¢: |y| — IR bzw. f: |y| — IR". Dann setzt man

(a)

b

[e@isi= [ owas

mit der Bogenldnge s(t). ,Integral nach der Bogenlange".

/wmmfzjmwmwmw

v

n 0

/ﬂ@wh:égjb@M%ZEZ/EW@Mww

v =g
,Kurvenintegral“

Dies ist, falls die rechten Seiten als RS-Integrale existieren. Die Existenz ist gesichert, wenn ¢ bzw. f
stetig ist und + rektifizierbar ist.

9.4.2 Bemerkungen

(a) Diese Kurvenintegrale hingen nur von der Aquivalenzklasse von «y ab.
Beweis: Sei v: [a,b] — IR" und a: [¢,d] — IR™ mit y(¢) = a(h(t)) und h: [a,b] — [c, d] bijektiv,

stetig, streng wachsend.
Zeige:
1
[ L [ o s,
0 «

Sei Z = {to,...,tm} Zerlegung von |[a, b|
und Z' = {t;,...,t,,} Zerlegung von [c,d] mit ¢} = h(t).
Es gilt dann:

NE

O-(Z¢ {t17 cee >tM}7 Yo, ’Yj) = @(W(tk’))(’}/](tk) - Vj(tk—l))

B
Il
—

I
hE

p(a(h(tr)))(a;(hte)) — aj(h(tr-1)))

e
Il
—_

I
NE

pa(ty)) (o (ty) — oyt 1))

o

=1
=o(Z' {t),....t,},poa,aj)
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9 Kurvenintegrale

(b)

Daraus folgt die Gleichheit der Summen und damit die Gleichheit der Integrale.

Ist v eine C''-Kurve, so ist

b

Physikalische Interpretation (im IR3):

Sei G C IR? ein Gebiet und K: G — IR stetig.
K ist ein ,Kraftfeld.

Ist nun 7: [a,b] — G ein Weg, dann ist

—m/K(x)dx
2!

die Arbeit, die benétigt wird, um einen Massepunkt mit der Masse m gegen dieses Kraftfeld von

~(a) nach ~(b) zu bewegen.

Geometrische Interpretation von (a):
Sei ¢: R? — IR und 7: [a, b] — R?.

Dann ist [ ¢(z)ds die Mantelfliche, die durch ¢ und v im IR? aufgespannt wird.
gl

9.4.3 Beispiel im IR?

Sei f(z,y) = (‘y)

Berechne das Wegintegral von (0,0) nach (1,1) tiber verschiedene Wege

X

1. Sei
t
) 0<t<l1
0
7(t) = )
1<t<2
t—1
Es ist dann
1
0<t<1
, 0
1) = 0
1<t<2
1
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2. Sei
Y2 (t) = <i> fiir 0 <t <1.
Dann ist
b (1
o= (1)
1
/ﬂ%wdam:/b¢1+tnﬁ:0
2 0
3. Sei
0
t) 0<t<l1
t) =
73( ) e 1)
1<t<2
Dann ist
? 0<t<1
v3(t) = )
1<t<?2
0

3

9.4.4 Eigenschaften der Kurvenintegrale

(a) Additivitat:

(b) Homogenitét (A € R):

9.4 Kurvenintegral

1 2
/f(x,y)d(x,y):/(—0-1+t-0)dt+/(—(t—l)-0+1-1)dt:1
0 1
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9 Kurvenintegrale

(¢) Dreiecksungleichung:

(d) Aneinanderhédngen:

Beweis:
(a) v
(b) v

(c) Falls 7y eine C1-Kurve ist:
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/ f(z) - dz| < / 1£ ()] - da
Y Y
< sup ()] - L(v)
z€ly|

\
||

=3 o

< / (8 - A/ (1)

/Hf
=/wa |- ds

NI (¢

< su ds
sup 7@ /
—sup 170 L)

)| dt



9.5 Kurvenintegrale und Stammfunktionen

(e) Fiir C'-Kurven:
Sei v: [a,b] = R", a:= —v, d. h. a(t) = y(—t) fir —b <t < —a.

/ f(2) - do = / FOr(=1)) - (—(~1)) dt

Substitution
= T = —t
dr = —dt

Fiir das Integral nach der Bogenlénge gilt:

/ o(z) ds = / Py (=) =~ (—t)]] dt

Y —b

b
. / o(v(7)) - |7/ ()] dr

= /(p(x) ds

9.5 Kurvenintegrale und Stammfunktionen

9.5.1 Definition: Vektorfeld, Potential

Sei D C IR" ein Gebiet und f: D — IR" stetig. Dann nennt man f auch Vektorfeld. f heifst Gradien-
tenfeld, wenn eine Funktion F' € C'!'(D) existiert mit grad F = F’ = f. F heikt auch Stammfunktion,
—F = U heiftt auch Potential von f.

9.5.2 Bemerkung

Fiir n =1 und D = (a,b) ist jedes Vektorfeld auch ein Gradientenfeld (Hauptsatz):

F(x) ::/f(t)dt, F =Ff
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9 Kurvenintegrale

9.5.3 Beispiel
Sein = 3.
0
Betrachte einen Massepunkt M inx = [ 0
0
T
und einen Massepunkt m in z = | xo
T3

Gravitationsfeld (mit Gravitationskonstante ):

x
—yem- M ——
[
Gravitationspotential (fiir = # 0):
1
U=—-—~-m-M-—
]
. —3/2
1
Ug, = —ymM <—§> ZSL']Q 2x; 'ymMH ’2‘3
j=1

9.5.4 Satz

Sei f: D — IR ein Vektorfeld. Dann sind dquivalent:
(a) f ist ein Gradientenfeld, d. h. f besitzt eine Stammfunktion.

(b) [ f(z) - dx ist nur abhingig von Anfangs- und Endpunkt von .
gl
(¢) [ f(z)dz =0 fiir geschlossene Kurven.
v
In (b) und (c) ist v: [a,b] — D, (stiickweise) stetig differenzierbar.
Beweis:

(a)=(c): Sei F' = f und v sei C*. Dann ist

b

(b)=(a): Sei € € D fest.
Fiir 2 € D sei 7, ein beliebiger Weg von ¢ nach z, v, € C1.

F(z) = / f() - dy
Y
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9.5 Kurvenintegrale und Stammfunktionen

ist unabhéngig von ~,. Aulerdem ist

Fo+h)~ Fa) = [ f0)-dy.
Sei € > 0. Wihle ¢ dazu so, dak K(z,d) € D und ||f(z) — f(y)|| < € fiir alle y € K(z,9) ist.

[F(z+h) — F(z) - h- f(z)] = / (F(y) — f(2)) dy

s

S/E‘dSZE-HhH

Also ist F' = f.

(c)=(b): Seien v; und 72 Wege in D von « nach S.
Y1 — y2 = 7y ist geschlossen. Damit ist

Oz/f(x)da::/f(:n)d:v—/f(:z)d:r.
v 71 Y2

9.5.5 Bemerkungen

(1) Eine Stammfunktion ist bis auf eine additive Konstante eindeutig bestimmt, denn sind F' und F;
Stammfunktionen, so ist (F' — Fy)' = 0, also ist F' — F} konstant.

(2) f(z,y) = <_$y> hat keine Stammfunktion, denn:

(3) Ist f € C1(D) ein Gradientenfeld, so gilt

Ofu _ 0Ly
= 2
Oz, Ox, (9:2)

fir y,v=1,...,n.
(@2)) ist notwendig fiir Stammfunktionen.
Beweis: Sei F' = f und f, = g—fy. Dann ist

of, F  PF  0f,
or,  Ox,0x, Ox,0x, Oz,

(4) Sei

Dann ist
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9 Kurvenintegrale

Es liegt Gleichheit vor, aber f ist kein Gradientenfeld im IR?\ {(0,0)}.
Setze v(t) =7 (C.OS t) fiir 0 < t < 27. Damit ist
sint

1
/f z,y)d(z,y) / (—rsint,rcost) - r(—sint,cost) dt

2w

= /(sin2 t) 4 (cos®t) dt = 27 # 0
0

9.5.6 Lemma von Poincaré

Sei D C IR" ein sternférmiges Gebiet und f € C'(D,IR") erfiille die Gleichung ([@.2). Dann besitzt f
eine Stammfunktion.

Beweis: OBdA sei £ = 0 und D sei sternformig bzgl. £. Setze

=/f(y) d

Dabei ist s;: [0,1] — D mit s;(¢) = tx. Damit ist

1
O/ft:c cxdt = ny/fu (tx)d

Ist F' € C1(D)? Dies wird spiter gezeigt.
Ist F' = f. Zeige dies jetzt: Es ist

1 1
OF " o
— = ta) dt y— L (xt) dt
o, = | Bttt S [ g
0 v= 0

1 n 1
o] 9
_/fu(tx) dt—i-zlx,,/ax#fy(xt dt
v= 0

0

Dabei wird © spéter gezeigt.

Mit
/ 0 / of of
— v — ZIH
/8 /taxu (tx)dx /tax,, (tx)dx
0 0

gilt dann:
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9.5 Kurvenintegrale und Stammfunktionen

Mit
d tf,(tx)| = t ta t t
E [ f#( .%')] - fﬂ( fI,') + a(-fﬂ( Lly--ey xn))
n 8fu
= fulte) =ty —(tx)x
a ;8%,
folgt dann:

[t- fult
8xu /dt Jultz)

1

= tf#(tx) . = f#(x)

Zeige nun, dafs ® gilt, d. h. gilt

1 1 1
0 1 0 o afz/
oz, /f,,(t:L‘ = / Oz [fu(tz)] dt = /taxu (tz)dt
0 0 0

Setze p(s,t) := fu(tey, ..., toy—1,ts,tx 1, ..., txy).
Gilt dann:

9.5.7 Hilfssatz

Sei ¢: (a,b) x [0,1] — R stetig und @s: (a,b) x [0,1] — IR stetig. Dann ist

1
D(s) = /gp(s,t) dt
0

stetig differenzierbar in (a,b) und es ist

1
P'(s) = /aps(s,t) dt.
0

Beweis: Sei s € (a,b) fest.

ps ist gleichméfig stetig auf dem kompakten Rechteck der Form [z — ¢, s + d] x

Sei € > 0. Dazu existiert ein § > 0, § < o mit

|ps(s,t) — pu(u,t)| < e fiir |[s—u| <d,0<t<1.

[0,

1.
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9 Kurvenintegrale

Sei nun 0 < |h| < 6. Dann ist

1 1
M8+m_®@)—/@4&ﬂﬁ:=/[w3+m2_¢@ﬂ—w4&ﬂdt
0 0

=ps(s+0-h,t)
mit 0<0=0(h,t)<1

1
s/|sos<s+e-h,t>—%<s,t>r

0 <e
<ev

9.5.8 Praktische Berechnung einer Stammfunktion

Gesucht ist Stammfunktion fir

fi
f=1:1,fecht
fn
1. Priife nach, ob
of, _ Ofu
Oz, Ox,
ist.
2. Halte xo, ..., z, fest. Suche dann eine Stammfunktion F beziiglich x; mit Integrationskonstante
C(za,...,Tn).

Es mufs dann gelten:

0

a—xz(F(ﬂcl,zz,...,xn) + C(xay...,20)) = Fpy + Cy,y L fo.

Wiederhole dieses dann (n — 1)-mal.

9.5.9 Beispiele

1. Sein =2 und
1 —y
f(fUay)—m(x)-

f hat keine Stammfunktion in IR? \ {(0,0)}, erfiillt aber die Gleichung (0.2).

Also existiert eine Stammfunktion in jedem Sterngebiet D C TR?\ {(0,0)}. Nehme z. B.
{(z,y): y >0}

Berechnung der Stammfunktion F":

22+ 92
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9.5 Kurvenintegrale und Stammfunktionen

Also ist

-y
F:/ixQ—}—yz dx

Subst.:
=| =yt
dxr = ydt
1
:/—mdt: —arctan§+0(y).

Es mufs weiter gelten:

x | 0 T
ke F, = oy (arctan ;) +C'(y)
0 < x) 1 — —x
— |arctan= | = ——  — = ———.
Jy Yy

1+ (£>2 y2 l'2+y2
Y

Also ist C'(y) = 0 und damit

F(x,y) = —arctan Tie
Y

. Sei D C IR? ein sternférmiges Gebiet und u € C'(D).
Gesucht ist v € C1(D), so daft die Cauchy-Riemann-Gleichung

erfiillt ist. D. h., daf eine Stammfunktion von (_uuy> gesucht wird.
Wenn u € C%(D) ist, mufs

(—uy)y = (Ug)z <= Uge +Uyy =0
erfiillt sein, damit eine Stammfunktion existiert. Eine notwendige Bedingung ist also
Ugy + Uyy = 0in D,

d. h. w ist harmonisch.
Konkret: Sei
u(x,y) = e® cosy + zy.

Dann ist

ugz = e’ cosy +y uy = —esiny +
Upe = €7 COSY Uyy = —€* cosy
Also ist
Uy + Uyy = 0 in R?.

Damit ist w harmonisch und die Cauchy-Riemann-Gleichung ist 16sbar.
Setze
Uy = —Uy = e’ siny — .
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9 Kurvenintegrale

Halte nun y fest. Dann ist
2

v=e"siny — ﬂ%—l—C(y)

und damit mufs dann noch gelten
vy = e"cosy + C'(y) < e%cosy +y

2
— C'(y) =y = C(y):%‘f—C

Zusammen ist also
2 2
v:exsiny—m——i—y—
2 2
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10 Das Lebesgue—lntegral

10.1 Nullmengen und Treppenfunktionen

10.1.1 Definition: Intervall im IR"

Sei a,b € IR™. Dann ist

(a,b)={zreR":a, <z, <b firv=1,...,n}

ein offenes und

la,b) ={zr e R":a, <z, <b, flirv=1,...,n}

ein abgeschlossenes Intervall.
Im IR? ist ein Intervall ein Rechteck, im IR? ein Quader.
Jede Menge I C IR" mit (a,b) C I C [a,b] fir passende a,b € IR heifst Intervall.

m([) = (bl —al) . (bg —ag)...(bn —an)

heiflt elementarer Inhalt von I.

10.1.2 Definition: Nullmenge

N C IR"™ heifst Nullmenge, wenn es zu jedem ¢ > 0 endlich oder abzdhlbar viele Intervalle Iy, I, . ..
gibt mit N C |J Iy und > m(Ix) < e.
k k

10.1.3 Beispiele und Bemerkungen

(a)

Einpunktige Mengen sind Nullmengen.

Sind Ny, Na, ... endlich viele oder abzahlbar viele Nullmengen, dann ist auch N = |J Ny wieder
k

eine Nullmenge.

Hyperebenen H = {x € IR": x,, = const.} fiir ein v sind Nullmengen. Ebenso sind Rénder von
Intervallen Nullmengen.

In der Definition der Nullmenge kann man die I, als offen annehmen.

Kompakte Nullmengen kann man bei gegebenem & > 0 durch endlich viele Iy, ..., I, iiberdecken

4
mit Y m(l;) <e.
k=1

Sei f: [a,b] — IR Riemann-integrierbar. Dann ist
Graph(f) = {z, f(2)): a <z < b} C R?

eine Nullmenge im IR?.

Wersion 4.7 vom 19. Dezember 2002
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10 Das Lebesgue-Integral

Beweis:
(a) v
(b) Sei e > 0. Dann ex. zu k = 1,2, ... Intervalle I}, mit N C |J I, und > m(l,) <e- 27k,

14 14
Sei I, I, ... Anordnung aller Intervalle Iy, , fiir K =1,2,... und v = 1,2,.... Es ist damit
N U =L
kE v v

und

o0 k
Som(l) =33 mly,) <> e-27F<ed (%) =c.
k k=1

v k v
~—_——
<2~k

(c) Als Aufgabe: Setze
Hy:=HN[—k,k] x---x [k, k].

n-mal

Weise nach: Hy ist Nullmenge. Dann ist H Vereinigung der Hy.
(d) Seie>0und Iy, Ia,... mit N CJI} und Y m(l;) < §.
k k

Umschreibe jedes I, mit einem offenen und groferen Intervall J:
Wihle Jj, so, dak Ij, C J und m(Jy) < m(I) + 2751 ist.
Dann ist N C |J Jg. Ji ist offen und

k

S om(Je) <Y mI)+ Y e27F <.
k k k

~ ~

<e/2 <e/2

(e) Siehe Literatur

(f) Aufgabe: Ubungsblatt 1
Bilde die Differenz von Ober- und Untersumme bei einer Zerlegung, verfeinere die Zerlegung dann
immer mehr.

10.1.4 Satz

Folgende Aussagen sind dquivalent;:
1. N C IR" ist Nullmenge.

2. Es gibt Intervalle I1,1o,... mit > m(I[x) < oo, so dak jedes x € N in unendlich vielen I
enthalten ist.

Beweis:

»<="1 Sei e > 0. Wihle ¢ so, dak
Zm([k) <e€

k=t
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10.1 Nullmengen und Treppenfunktionen

Es ist dann immer noch

o0
NQUM
k=¢{

Also ist N Nullmenge.

w=" Selie=1und k£ € IN.
Es ex. Intervalle Iy 1, Iya,... mit N C {JI, und > m(Ix,) < 27%e. I1, I, ... sei Abzéhlung
14 14

der Iy ,. Dann ist
[o¢]
dom(L) <> 2 =1
v k=1

Seinun z € N. Fir k=1,2,... ex. vy mit x € Iy, = ;).
C#k = jl)#j(k), d h x€ L, g, ... Alle I sind verschieden.

10.1.5 Sprechweise: fast iiberall

Sei E eine Eigenschaft, die fiir alle x € IR"™ erklart ist, d. h. E(x) trifft zu oder nicht. E gilt fast
iberall (f. 1i.), wenn {z: E(x) ist falsch} eine Nullmenge ist.

10.1.6 Beispiel

Sei E(z) =,Eine Koordinate von x ist irrational®.
Die Menge {z: E(x) ist falsch} = Q™ ist abzdhlbar, also eine Nullmenge.

10.1.7 Definition: Treppenfunktion

Eine beschrankte Funktion ¢: IR®™ — IR heifst Treppenfunktion, wenn es endlich viele Intervalle
Ii,.... Iy und cq,...,c; € IR gibt, so dak p(z) = ¢; in IJO und ¢(z) = 0 auferhalb von I; U--- U I}
ist. Auf den Réndern darf ¢ beliebige beschriankte Werte annehmen.

10.1.8 Satz

Mit ¢ und % sind auch Ay fiir X € IR, ¢ + v, max(p, ), T = max(p,0), o~ = max(—¢p,0) und |p|
Treppenfunktionen.

10.1.9 Bemerkung

Die Treppenfunktionen IR™ — IR bilden einen Vektorraum iiber IR. Genauer: Es ist ein Untervektor-
raum zum Vektorraum der Funktionen IR" — IR.
{z: p(x) # 0} heilst Trager von ¢. Der Trager ist kompakt.
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10 Das Lebesgue-Integral

10.1.10 Definition: Lebesgue-Integral bei Treppenfunktionen

Ist ¢ eine Treppenfunktion, so heifst

[e= [ e@dsi=3"c; mix)

R" j=1

Lebesgue-Integral von .

10.1.11 Bemerkung

1) Ist n=1und I,...,I; C [a,b], so entspricht
b
/soz/tp(ﬂf) dx
a

2) Sind die ¢; > 0, dann ist ¢; - m(I;) der Inhalt von I; x [0, ¢;] im IR™!.
—_——

dem Riemann-Integral.

C]Rn+1

10.1.12 Satz: Eigenschaften des Lebesgue-Integrals

Das Lebesgue-Integral hat folgende Eigenschaften:
(1) [dp=X[eplirxeR
@2) Jet+d=[o+[v

(3) cpfg'@bjfwéf@b
@) [[e| < [lel

Beweis:
(1) Aufgabe
(2) Aufgabe

(3) Sei ¢ < 1) fast tiberall. Die gemeinsamen Konstanzintervalle seien I3, ..., Ij.
Fiir I gilt: ¢; = p(z) < ¢(z) =dy in I).
Annahme: ¢; > di. Dann ist ¢ > v in IY. Da aber I; keine Nullmenge ist ergibt sich ein
WIDERSPRUCH zur Voraussetzung.

/@ = z;cjm(fj) < zi:ldjm(lj) = /w

(4) Folgt aus (3), denn es ist —|p| < ¢ < |p|. Alsoist - [ o] < [ < [p].
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10.1.13 Lemma A

Seien ¢y Treppenfunktionen (TF) mit:
1. ¢ > 0 fast iiberall,
2. pp+1(z) < @i (x) fast tberall,
3. kl:lgo or(x) = 0.

Dann gilt fiir £ — oo:

OS/SOk_’O-

Beweis: Die Konstanzintervalle von ¢y, seinen Iy, mit v =1,... .
N = {.Z‘: oE 7~ 0} UU@I]W
k,v

ist nach Voraussetzung eine Nullmenge. Es ist

Tréger(px) C Triger(p1) = MA = sup ¢1()
z€R™

41

B = Z’I’)’L(Ilj)

j=1

Sei nun € > 0.
Dann existieren offene Intervalle Jy, Ja,... mit N CJJ; und Y M (J;) < e.

1 (2
Sei x # N. Dann existiert ein Index k(x) mit @i (z) < e fir k > k(z).
Sei I(,) das Konstanzintervall von (), das @ enthilt. Dann ist @, (y) < € fiir alle <€ I, und
or(y) < e fiir alle y € I(,) und k > k().
Es ist (M ist kompakt):
MCcM\NUNC ] I@=)ulJJ
zeM\N i

Mit dem Satz von Heine-Borel (.5.11] auf Seite [I86) gilt dann:
Endlich viele Ji, ..., J, und I(Z,u)), ceey I(z<q)) iiberdecken ebenfalls m. Setze

ko = max(k(zV, ... k(z(@).

Fiir k > kg gilt dann:

q p
0< /@k <Y m(Iamy e+ > m(J;) - A
j=1 i=1

<e-B+A-e=(A+B)-=

10.1.14 Lemma B

Seien @ Treppenfunktionen mit

1. pr < @ra1 fast iiberall
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10 Das Lebesgue-Integral

2. [ < A fiir alle k.

Dann ist
klim vr(x) < 400 fast tiberall.
—00

Beweis: OBdA seien alle ¢ > 0 fast tiberall. Sonst betrachte ¢ — ¢1 anstelle von ¢j. Die Kon-
stanzintervalle von ¢y, seien I, mit v =1,..., (.

N = {x: (¢x(x)) ist nicht monoton wachsend} U U 01y,
kv

ist eine Nullmenge. Sei
E={x# N: lim pi(x) = +oo}.
k—o0
Seie > 0. Fir k=1,2,... sei
A
Ey:={z ¢ N: pp(x) > ;}

Es ist dann

[e.e]

Ec|JE

k=1

Ey wird tiberdeckt durch endlich viele abgeschlossene Intervalle Iy, ..., I, mit ¢ > A/e. Dabei sind

n,..., Igl die Konstanzintervalle von (1. Moglicherweise ist E1 = ().

Es ist By C Eyy1. Fir x € Ei, gilt: pr(x) > A/e, i1 > pr(x).
Sei gezeigt, daf Ej, von den abgeschlossenen Intervallen I,..., 1, ,..., I, (dies ist wahr fiir £ = 1)
mit I, N1, = 0 fiir v # v und ¢ () > A/ in IY iiberdeckt wird.
Dann wird Ejq \ By tiberdeckt durch I, y1,...,Ip, ., abgeschlossen mit 1'2 NI% =0 und ppyq(z) >
Afein ID.
Betrachte nun das Intervall I, fiir v < p und I, fiir p < py.
In I ist pg1 > A/e und in Ig ist o > Afe.
Esist By CLULU---UI, und pzkm(lj)-§<f90k§A.
j=1

(e8]

Pk
Also ist )" m([;) < ¢ fiir alle £ und damit auch ) m(I;) < e.
j=1

Jj=1

o oo
Da auch E C ) Ej, C ) I ist, ist E eine Nullmenge.
k=1 j=1

10.2 MeBbare und integrierbare Funktionen

10.2.1 Definition: meRbar, L+

Die Funktion f: IR" — IR

(a) heilt mefbar, wenn es eine Folge von Treppenfunktionen (py) fiir £ = 1,2,... gibt mit pr(z) —
f(x) fast tiberall fiir £ — oo

(b) gehort zu einer Klasse LT = LT (IR™), wenn es eine Folge von Treppenfunktionen (p) gibt mit
1.) ¢r(x) < rr1(x) fast iiberall
2.) [ < A fiir alle k
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3.) lim pr(X) = f(x) fast iiberall.

k—oo

(c) Fir f e LT(IR™) heift
/f = /f(:c) dr := klggo Ok
e

das Lebesgue-Integral von f.

10.2.2 Bemerkungen und Beispiele

(a) Ist f € LT, dann ist f meRbar.

(b) Ist f € L, dann ist pp(x) < f(z) fast iiberall. ,<* ist dort falsch, wo limy, ) > f() ist und wo
die Monotonie verletzt ist.

(c) Ist f: IR™ — IR fast iiberall stetig, so ist f mefbar.

(d) Die Integraldefinition fiir f € LT ist unabhingig von ¢y, genauer: Ist fast iiberall f < G fiir
f,g€ Lt dannist [ f <eg.

Beweis:
(a) v
(b) v

(c) Sei zunichst iiberall f > 0. Uberdecke IR™ durch abgeschlossene Wiirfel der Kantenlinge 27" fiir
k=1,2,.... Diejenigen Wiirfel, die in [k, k] x --- x [—k, k| liegen, seien Ix,..., Iy, . Setze

inf f(Ix,) in I,gy mit v =1,...,4

€T prd
k(@) {0 sonst

0 < pr(z) < f(x) iiberall

Dann ist

und
or(x) < pre1(z) fast tberall.

Zeige nun: i(z) — f(z) in allen Stetigkeitspunkten von f, also fast iiberall, ausgenommen in

U 01}, einer Nullmenge (als Vereinigung von Réndern von Intervallen).
k7j
Sei f stetig in « mit « # (J 0l; und € > 0.
k,j
Dazu existiert eine Kugel K (z,d) mit

|f(z) — f(y)| < e fir alle y € K(x,0).
Wihle nun k so grofs, daft
K(z,0) C [k, k] x -+ X [—k, k]

ist und dasjenige Ij;, das x enthélt, in K (z,d enthalten ist.
In I;; gilt nun

f(x) =z gp(x) = inf f(y) = f(z) —e,

yEly;

d. h. |f(z) — pr(x)| < € fir diese k, d. h. pg(x) — f(z).v
Fiir allgemeines f wird f in f = f* — f~ aufgeteilt und jeweils ¢} berechnet.
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10 Das Lebesgue-Integral

(d) Zu f, g gehoren @ und vy wie in der Definition. Sei ¢ € IN fest:

o=V + (00 — Yr) < i+ (00— i)™

Setze
Es ist £
(@) 55 (pplx) —g(@)" < () — glx))" =0 fast iiberall
(z)t
<f(x)fi.

Aus Lemma A (I0.I.13) folgt dann

/Xk—>0f1'jrk:—>oo

/@u§/¢w+/XWﬂ/ﬁ+0

fiir alle £. Zusammen gilt fiir £ — oo:
/fﬁ/g

10.2.3 Beispiel

Im IR? sei
e Y firz,y>0

f(x,y)={

0 sonst

Es ist f € L™, denn es ist iiberall f > 0. Konstruiere ¢, wie im Beispiel zuvor. Setze
Ly =[-27" (p+ )27 x - 27% (v + 1) - 274

fir p,v=0,...,k-2F — 1. Es ist

inf f(z,y) = e~ UHDTETZE = o (@) in (IF,)°.

Ik,
Es ist dann
k2k—1 k2k
_ -k _ L 90—k _,0-k
/¢k:§:6(“+y+2)2 4kzz4keu2 o2
H,v=0 H,v=1
2

k2k

—k 2

—k —p2—k _o—k 1—e —k

ol DIERC N G )2'<W‘2 )
v=1

2
. '
A2 112 lim - 1.
t—0\1—et

Spéter wird gezeigt:
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10.2.4 Satz

Mit f und g sind auch

(a) f4+g, AMf fir X € R, f-g, ft = max(0, f), f~ = max(0,—f), maz(f,g), min(f,g) und |f|
melbar.

(b) f+g, Af fiir A >0, fT und max(f,g) zu L™ gehorig. Es gilt dann

/(f+g)=/f+/g
[

Beweis:

(a) f+g, Af iiber Regeln fiir Grenzwerte.
fT: Sei p — f fast iiberall, dann ist ¢ — f7 fast iiberall.
max(f,g): Sei ¢ — f und ¥ — ¢ f. ii. Dann ist (max (¢, ¥r) — max(f,g) f. i

(b) Zu f und g gehoren () und (1)) mit
o < 4 Lo, o — f £ und

/gok < A fiir alle k.

Entsprechendes gilt fiir vy.
f 4 g: Setze xi = o + Y. Dann ist xp — f + g fast iberall und

/Xk:/SOkJr/wkSAJrB.

Aft Fir A > 0ist xp = A, — Af £ i und Ao < Apgqq £ 1

Jow =2 [ <aa

o =pr — o1+ 01 < pr— 1+ @f >0.
—— =~
>0f. . >0

fT: Sei xi = ¢ . Es ist

Also ist 90,": < — @1+ wf fast iiberall und damit
/xkS/(sok—sol)Jr/sol*Z/sok—/cm—/cpl*-
—_~ —- -
<A fest

max(f,g): Setze xx = max(yk, ). Dann ist

Xk < max(pr — 1, Y — 1) + max(e1, 1)
< max(pg — o1, % — ¥1) + max(p], ¥])
<ok — @1+ Yk — 1+ o+

/xk§/gok+/¢k+const§A+B+const.

267



10 Das Lebesgue-Integral

10.2.5 Definition: L

Definiere
L=LMR"):={f: f=fi— fomit f1,fo € LT}

Fir fe L,d. h. f=fi — fomit fi, fo € L heifit

[r=[n- [

Lebesgue-Integral von f. Diese Definition ist unabhéngig von der Darstellung f = f; — fo:
Sei f = g1 — g2 mit g1,92 € LT und f1 — fo = g1 — go.

Dann ist fi + g2 = g1 + f2. Dabei ist fi + g2 € LT und g1 + fo € L.

Alsoist [ fi+ [g2= [+ [ fo

und damit [ f1+ [ fo= [ g1 — [ g2

10.2.6 Bemerkung

(a) Ist f € L, dann ist f mekbar.
(b) Zu f € L und € > 0 existieren f1, fo € Lt mit f = f1 — fo, fo > 0 fast iiberall und [ fo <e.

Beweis:
(a) Klar.

(b) Sei f = g1 — g2 mit g1,92 € L. Zu g1 und gy gehoren die Folgen (¢) und (1)x) von Treppen-
funktionen.
Damit existiert eine Treppenfunktion ¢ mit ¢ < gy fast iiberall und € ¢ > [go —e. Z. B. ist
1 = Yy, fiir ein grofes k.
Setze fo := go — ¥ und f1 := g1 — .
Es sind f1, fo € L™ und

f1-f2=91—¢—(92—¢)291—92)/f-

Da ¢ < g9 ist, ist fo = go — 1 > 0 fast iiberall und
0§/f2=/(92—¢):/92—/¢<5-

10.2.7 Aufgabe

Seien f, g € L. Zeige folgende Aussagen:
1. Ist f < g fast tiberall, dann ist [ f < [g.
2. Ist f =0 fast iiberall, dann ist [ f = 0.
3. Ist [|f| =0, dann ist f = 0 fast {iberall.
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10.2.8 Satz

Mit f und g sind auch f + g, Af fiir A € R, fT, f~, max(f,g), min(f,g) und |f| in L. Insbesondere
ist L = L(IR™) ein Vektorraum iiber R mit [(f+g) = [f+ [gund [(Af)=X[ f.

Beweis: Sei f = fi — fo und g = g1 — g2 mit f1, f2, 91,92 € LT. Es ist dann:

frg=fi+a)—(fa+g) €L
—_— Y

eLt eLt
Af=Afi = Afso e Lfir A>0
~— ~~
eLt eLt
)\fz —)\fg——)\fl eL
N N~
eL+t €L+
J(f+g)="--- und [(Af) =--- gelten in LT und damit auch in L.

[T =max(f,0) = max(f; — f2,0) = max(f1, f2) — fo €L
NN
eL+ eL+
fm= (=" =max(-f,0) € L
max(f,g) = (f —g)" +g€ L
mln(fvg) = —max(—f, _g) S
fl=f"+f €L

10.2.9 Beispiel

Sei U C IR™ offen und

1 firzeU
xv(x) ==

0 sonst

die charakteristische Funktion. Wenn U beschrinkt ist, dann ist yy € L™ C L.

Beweis: Konstruiere eine approximierende Folge (¢y):
Uberdecke IR"™ mit einem (abgeschlossenen) Wiirfelnetz mit der Kantenlinge 2% fiir k = 0,1,2,....

o (O-te Generation: Wiirfel der Kantenlédnge 1, die in U sind: W1y,..., Wy,.

e 1-te Generation: Alle Wiirfel der Kantenldnge %, die in U aber nicht in Wy,..., W, liegen:
Whot1, - Why.

o

e (k+ 1)-te Generation: Alle Wiirfel der Kantenlinge 27%~1 die in U enthalten sind, aber nicht
in Wy,..., Wy, liegen: Wy, 11,..., Wy, ...

Setze
1z liegt in einem Wiirfel der Generation < k

€T prd
k() {0 sonst
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10 Das Lebesgue-Integral

Es ist tiberall ¢ < @py1 und i = 0 auferhalb von U.
Es ist tiberall ¢, — xy fiir K — oo (Aufgabe), weil U = (J W ist.

J
Da U beschrankt ist, ist U C [—4,¢] x -+ x [—¢,¢] und damit
ng
[en=3_mow;) < o
j=1
Also ist xy € L™.

10.3 Konvergenzsatze

10.3.1 Satz von Beppo Levi

Sei (fx) eine Folge in L(IR™) mit fi(z) < fri1(z) fast iiberall und [ fi < const unabhingig von k.

Dann ist
f(z) = klim fr(x) < +oo fast tberall.
—00

Fir f; =Treppenfunktionen wurde dies schon in Lemma B, [T0.1.14] auf Seite 263], gezeigt. Setzt man
dort wo f nicht erklart war f(z) =0, so ist f € L(IR") und

/f - klggo T

Beweis:

1. Zunéchst fiir f, € LT mit k=1,2,...:
Dann existieren Treppenfunktionen ¢y, , mit

Ok () < Yrpy1 () fast iberall
/gpk,y < /fk < const. fir k=1,2,... und v =1,2,...

Y1 Y2 Y3 P4

Y11 P12 P13 ... N1
V21 P22 w23 ... f2
Y31 P32 P33 ... [3
©41 Qa2 P43 ... fa

Setze
ou(z) = g]ggy(s%,y(:v))-

i, ist Treppenfunktion als Maximum von abzahlbar vielen Treppenfunktionen. Da

Ok < P41 fast tiberall,

gilt auch
vy < @y fast iiberall.

Da

9

< fr  fast Uberall fir v =1,2,...
Pl = fu  fiir k < v fast iiberall
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10.3 Konvergenzsatze

ist o, < f, fast iiberall. Also ist

/% < /fu < const.

Nach Lemma B (I0.T.14] Seite 263) gilt dann

f(z):= lim ¢,(z) < +oo fast iiberall.

V—00

Setzt man f(z) = 0 sonst, so ist f € LT und [ f = lim [ ¢,.
V—00
Da fast iiberall ¢, < f, ist, ist

f(x) < lim f,(z) fast tiberall

V—00
und
/f: lim [ ¢, < lim /f,,
V—00 V—00
Umgekehrt: Fiir v > k ist ¢, > ¢y, fast iiberall.
Sei nun k fest und v — oo. Dann folgt:

f(x) > fr(z) fast iiberall.

Fiir £k — oo folgt dann:
flx) > klim fr(z) fast tiberall.

Aus ¢ > ¢y, folgt auch fiir v — oo

/fZ/Vli_{go%,VZ/fk
=>/f2k1i_)rgo/fk-

Ergebnis: f € LT, f = klim [ fast iiberall und

fr=m 1

. Allgemeiner Fall: Sei f; € L(IR™). Dann gibt es §,, h, € LT (Definition) mit

fo = fro1 =Gy —hy fiir v =1,2,... mit fo =0.
—

€L

Dabei ist i, > 0 fast iiberall und nach der Bemerkung [[0.2.6] auf Seite

Og/ﬁy<2”.

Es ist i
Gy = (fo — fo—1) + by, > 0+ 0 = 0 fast iiberall
und
k k k ~
fk — Z(fu - fnufl) = Zgu_zhu
v=1 v=1 v=1
=0k =:hyg
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10 Das Lebesgue-Integral

Es sind g, hy, € LT, g, < gry1 fast iiberall und hy < hyyq fast iiberall.

k [e's)
/thZ/BV<Z2—”:1
v=1 ~ v=1

<2~V

/ng/fk—i—/hkgconst—i—l.

Nach dem 1. Teil ist g, — g € L™ fast iiberall und hy — h € LT fast iiberall.

famfo foue [ [om facse s

Dabei ist f =g —h € L und

f(z) = lim (gr(x) — hi(x)) = klim fr(z) fast tberall.

k—o0

10.3.2 Satz von Beppo Levi fiir Reihen

Seien fi, fa... € L(IR"), f > 0 fast iiberall und ) [ f konvergiere.
k=1

Dann konvergiert
o
> fulx)
k=1

fast tiberall und es gilt

[>n=3 [
k=1 k=1
Beweis: Beppo Levi auf die Partialsummen

k
Z [
j=1
anwenden.

10.3.3 Beispiel: Charakteristische Funktion

Seien Uy, Uy, ... Mengen in R" mit Uy C U C -+ und U = |J Uj. Setze
i=1

‘77
_ 1 z€ Uj
XU; = 0 sonst

Es ist xu; € L und U ist beschrénkt. Auferdem ist xy; < xv,,, und J Xu; < const.
Spéter wird [ xp das MaR von U genannt.

272



10.3 Konvergenzsatze

10.3.4 Integrabilitdtskriterium von Riemann-Lebesgue

Sei f: R — IR beschréankt, f(z) =0 fiir + < a und fiir x > b. Dann gilt
f ist Riemann-integrierbar iiber [a,b] <= f ist f. . stetig.

Es gilt dann
b

/f(a:)da::/f.

a

Beweis:

»=' Sei f Riemann-integrierbar und Zj, eine dquidistante Zerlegung von [a, b] mit 2¥ 41 Teilpunkten
und den Teilintervallen IJI€ fir j =1,...,2%. Setze

inf f(I®) in (IF)O fir j=1,...,2"
¢A@:{ FI) - in (I5)° fiir
0 sonst

By () = supf(I]’?) in (I]’?)O fir j=1,...,2
F 0 sonst .

Dann ist
/gok = s(Zk) und /<I>;,C = S(Zy).
Nach Definition gilt

o < f < @y, fast iiberall (in IR\ Zj)
/(q)k — ) =S(Zx) — s(Zk) — 0 fir k — oo.

Setze xr = P — ¢r. Dann ist iiberall x; > 0 und xx11 < Xk-
Wende nun Beppo-Levi auf (—xj) an (Lemma B):

Xk < —Xk+1 und € —xg < 0.

Also ist —yr — —g < 0 fast iiberall, g € L(IR) und

k—oo

also ist g = 0 fast iiberall.
Zeige: f ist aukerhalb der Nullmenge {z: g(z) # 0} U J Zj stetig.
k

Sei z € [a,b] \ %JZ;C mit g(z) = 0.

Sei £ > 0. Dann ex. ko mit @k (z) — pr(x) < € fiir k > ko.
Somit gilt fiir ein festes k:

D (y) —¢r(y) < ein (x —d, 2 + ¢) C Konstanzintervall.

Sei nun |y — x| < ¢. Dann ist

F) — f(2)  Buly) — enly) <.
——

=pp(z)
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Mit Vertauschung von x und y ist

d. h. |f(y) — f(z)] < e fur |z —y| < 0.
n<="1 f sei fast tiberall stetig und Z, ¢ und @, definiert wie im 1. Teil. Es gilt:

/% — 5(Z) und /@k — S(Z)

(Frither: f f. 1. stetig, pr /" f f. i. und @ N\, f {. i. genauso.
Ubrigens ist &f € LT, weil [ ¢ < sup f(IR)(b—a) ).

Betrachte nun &5 — @g:
/f: lim /CPk: = lim s(Zy)
—00 k—o0

/ —f= hm —P, = —klim S(Zx)

:>/f_ lim §(Zx) = lim s(Z).

b
Also ist f Riemann-integrierbar und [ f(z)dx = [ f.

10.3.5 Bemerkung

Ist f nur fast iiberall in IR" definiert, dann wird i. A. automatisch f(x) = 0 gesetzt, wo f zunéchst
nicht definiert ist.

10.3.6 Satz von Lebesgue iiber majorisierte Konvergenz

Sei (fx) eine Folge von Funktionen L(IR™) und es gelte fr — f(x) punktweise fiir k& — oo fast iiberall.
Weiter gebe es ein g € L(IR™) mit |fx(x)] < g(x) fast iiberall fir £ = 1,2,... Dann ist f € L(IR")

und es ist
/ f= klim / fr.

g heilst Majorante. Man sagt, die Konvergenz fi, — f ist majorisiert.

Beweis: Setze punktweise gg, := max(fx, fk+1,---, fx+r) fur festes & € IN. Es ist iiberall g, <

Jkp+1 und

/gku < /g = const,
weil fast tiberall |gg, | < g ist.
Mit Beppo-Levi ist gj, —— g, fast iiberall, g € L(IR™).

lim gi(2) = lim lim max(fy(2),..., fi+v(2))

k—o0 k—o00 V—00

= Ehm fe(x) = f(x) fast uberall.
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Es ist gr, = sup(fk, fe+1, fer2,---), also ist fr < gr und g1 < gi-
Setze genauso hy, = min(fg, ..., fr+,). Wende Beppo-Levi auf (—hg, )5, an. Dann ist hy, — hy, fast
iberall, hy < fx, hgyr1 > hg fast iiberall und hy — f.
Warum darf Beppo-Levi auf z. B. (hi) angewandt werden?
b = Tim |y, | = lim [min(fy, .., fir)]
V—00 V—00
< lim max(|fg|,...,|fesv]) < g fast iiberall
V—00 N~ N s’

<g <g

Also ist fhk < fg =const. Zusammen ist by < hpr1 < f < gpyr1 < gx fast iiberall, hy — f fast
iiberall und g — f fast iiberall.

Wende nun Beppo-Levi auf (hy) bzw. (—gi) an. Damit ist f € L(IR") und [ f = lim [ hy, = lim | gy.
Da fast iiberall hy < fi < g ist, folgt

[re[m< < [a-[r

Alsoist [ fr, — [ f.

10.3.7 Folgerungen

Folgerung 1: Ist f: IR" — IR mefkbar und |f| < g fast iberall mit g € L(IR"), dann ist f integrierbar.

Folgerung 2: Ist f: R™ — IR fast iiberall stetig und |f| < g fast iiberall mit g € L(IR"), dann ist
f e L(IR").

Folgerung 3: Sind alle fj, mekbar und ist f; — f fast iiberall, so ist f mekbar.

Beweis:
Folgerung 1: Es existiert eine Treppenfunktion ; mit @ — f fiir k — oo fast iiberall. Setze
g(x)  wo pp(x) > g(x)

fz) =4 —g(z) wo gp(x) < —g(z) .
wr(z) sonst

{f(w) wo | f(2)] < g(), pr(z) — f(z)

? sonst

s ist () — f(2), [f(2)] < g(2).

Sei € > 0. Dann ist |¢g(z) — f(z)] < e fir k > ko und es gibt 3 Moglichkeiten:
pr(r) < g(x) +e (a
pr(r) > —g(z) — ¢ (b
—g(x) < pi(z) < g(x) (©)

Setze im Fall (¢) fr(z) = ¢i(x). Falls (a) und nicht (¢) gilt, setze g(x) = fr(x). Dann ist
g(x) < ¢r(z) < g(z) +e. Fiir (b) und nicht (¢) analog. Dann ist | — fi] < &, |fi — f] <
|/ — vkl + lox — f| < 2e. Wende den Satz von Lebesgue an, und es ist f € L(IR").
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Folgerung 2: Aus fast iiberall stetig folgt die Mefsbarkeit. Weiter mit Folgerung 1.
Folgerung 3: Sei h € L(IR") und iiberall positiv (Aufgabenblatt)

fh .
= ist melbar nach [10.3.8
RN
| x|
= -h < h
N—_——
<1

Also ist gx € L(IR™) und der Satz von Lebesgue ist anwendbar, da

g g = L
. —
h+ ||

und |gg| < h ist. Insbesondere ist g € L(IR") und

_ g-h
U P

ist ebenfalls mefbar nach [[0.3.8

10.3.8 Hilfsiiberlegung

Seien gi,...,9p: IR" — IR mekbar und sei ®: IR? — IR stetig mit ®(0) = 0.
Dann ist ®(g1(x),...,gp(z)) = ¢(z) ebenfalls mekbar.

Beweis: Es existieren Treppenfuntionen v, ;, mit v, — g; fast {iberall fiir ¥ — ocound j = 1,...,p.
Nehme ® (¢ g, Yok, - - - Ypi) — ¢ fast iiberall.

10.3.9 Lemma von Fatou

Es sei fi, € L(IR™), fr > 0 fast iberall und [ f, < A fiir alle k. Weiter gelte f; — f fast {iberall fiir
k — oo. Dann ist f € L(IR™) und es gilt

[r<im [

k—o0

ACHTUNG: Dabei kann auch ,,<“ gelten!.

Beweis: Setze g := inf(fk, fki1,---). gr ist wie im Beweis des Satzes von Lebesgue (10.3.0]) in
L(IR™), weil fast tiberall 0 < gi < fj, ist.

J(@)= lim fi(e) = lim fi(e) = lim gy(x).
o0 k—o0 o0

Es ist g < gg+1 und [ gx < [ fr < A. Mit Beppo-Levi gilt:

/f:ﬁm/gkﬁli_m Jr-
k—oo k—oo
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10.4 Der Satz von Fubini

10.4.1 Vorbemerkungen

(a) Sei R"=RP xRY, z e R?, y e RY, (z,y) e R", n=p+¢q, p,g > 1. Sei E CR", x € R und

y € IRY. Dann ist

Ey :=={y: (z,y) € E} CIR?
und

E,:={z: (z,y) € E} CIR".

(b) Sei I CIR" ein Intervall, I = I x I mit Iy C IR und Iy C RY. Setze
1 (z,y) € I°
p(z,y) =40 (z,y) ¢ T
beschr (z,y) € 01

und
mq(l2) =€l

wm:/vmwwz 0 a¢h
RY ? r €0l

Dabei ist mg der g-dimensionale Inhalt und
[ wla)do = my(12) - my (1),
P

Es gilt:

/ /cp(fc,y)dy dx:mp(ll)-mq(fz)zmn(I)Z/w(w,y)d(a:,y)-

R? q R™

(c) Sei p: IR™ — IR Treppenfunktion. Dann gilt nach (b)

/@(w,y) d(w,y)=/ /w(m,y) dy| dx

R™ RP q
| ——

ex. f. 1.

10.4.2 Satz von Fubini

Sei f € L(IR™). Dann existiert

fiir fast alle z € IRP und es gilt

[ st~ [ [ [ e
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Beweis: In[I0.4.5]ab der Seite 2RO

10.4.3 Beispiele

(1) Fir n = 2. Sei
Floy) = {exy z,y >0

0 sonst

Dann ist

/f(x, y) d(z,y) = 1 nach fritherem Beispiel

R2
:/]R /f(x,y)dy dx:/ /e_x_ydy dz
0o Lo
:/e_”" /e_ydy
| —

0 0
=1

(2) Fiir n = 2. Sei

2 .2
vy y<wx<l
f(w,y):{ :
0 sonst

14

Die Grenzen, in denen integriert werden muf, sind 0 < z <1 und —/x <y < /z.

/f(m,y (z,y) /a:y dyda:—/l
VT 0

1
2 2
5/2 7/2
der= - =
/:L’ T 3 790
0

O\H

OOIL\D

(3) Fir n = 3. Sei
E={(z,y,2): 2,9,2 >0, +y+2< 1} CR®

ﬂauaz{x(%%@eE.

0 sonst
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f ist fast iiberall stetig, also ist f mefbar.
Eine Lebesgue-integrierbare Majorante von f ist

T z 3
g(x,y,z):{l (,9,2) € [0,1]

0 sonst

Die Grenzen der Integrale sind 0 <z <1,0<y<1—-2,0<z<1—2x—y. Esist

/f(w,yvz) Ty, 2
IR3

l—-zl—xz—y

/ xdzdydx

0

o _ O\H

ol
"

1
1—x
x(1—z—y)dydx = /xy—a:y——y dx
0

10.4.4 Hilfssatz zum Beweis des Satzes von Fubini

Sei N C IR™ Nullmenge und N, = {y: (z,y) € N} C IR%. Dann ist N; C IR? Nullmenge fiir fast alle

x € IR?.

Beweis: NN ist Nullmenge. Also existieren Intervalle I, Is,... C IR™ mit
o
> ma(l) <1
k=1

und jedes (z,y) € N ist in unendlich vielen I} enthalten. Setze

und

0 sonst

i(w,y) = {1 ) el

By () = / R7 gy (1, ) dy = mg(()a).

Dabei existiert ®;, fast iiberall in IRP.
Dann ist

= mn(Ik) <1
1

¢
Fiir die Folge <Z <I>k> ist ¢ > 0. Die Folge ist wachsend und die Integralfolge ist < 1. Daraus folgt
k=1

mit

Beppo-Levi
[e.e]
Z O (z) < +oo fast iiberall in IRP.
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o0
Sei nun ) ®p(z) < +oo. Zeige, dak N, eine Nullmenge ist.

k=1
Sei € > 0 beliebig. Dann existiert ein kg, so daf

[o¢]
Z @k(x) <e.
k=ko
Dann ist
o0 (o]
Nl UL| €U T
k=ko k:ko\@:-/
X
@, da x in unendlich vielen I}, ist.
® als Aufgabe.
® sind Intervalle in IRY.
Also ist
o [o.¢]
Y m((I)e) = D Bulw) <ev
k=ko k=ko

10.4.5 Beweis des Satzes von Fubini

Der Beweis wird dreigeteilt:

(a) Fir Treppenfunktionen f. Schon erledigt in der Vorbemerkung (c).
(b) Fiir f € L™: Hier

(c) Allgemein fiir f = f1 — fo mit fi, fo € LT:v

Zeige nun die Behauptung fiir f € L™:
Sei f € LT(IR™) und ¢}, seien Treppenfunktionen mit oy, < @11 fast iiberall, ¢ — f fast iiberall fiir
k — oo und

[ idey — [ 1w e
R" R"
Setze
N ={(z,y) e R": gp(w,y) / f(z,y)}-
N ist Nullmenge in IR"™. Setze

M, = {z € RP: N, ist keine ¢-dimensionale Nullmenge} C IR?.
M7 ist Nullmenge nach dem Hilfssatz.

Py (z) = /SOk(fC;y) dy

R4

existiert fast tiberall in IR?, also ist
My = {x: ®p(z) ex. nicht fiir (irgend-)ein k € IN}

Nullmenge in IR?. Es gilt

Fubini
[ @ "2 [ aepden < [ few ey = cons.
Rn

R? R™
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Sei nun = € {z: Py (x) > Ppy1(x)}. Dann ist

/s%(w,y) dy > /smm(%y) dy.

R4 R4

Also ist {y: vr(x,y) > @r+1(z,y)} keine Nullmenge. Nach dem Hilfssatz ist es Nullmenge fiir fast
alle z. Also gilt fast tiberall ®(z) < ®gyq(x) und

Ms ={z € RP: ®y(z) > Pgy1(z) fir (irgend-)ein k}

ist Nullmenge. Also ist @y fast iiberall monoton wachsend.
Mit Beppo-Levi gilt dann: ®(z) — g(x) < 400 fast tberall fiir K — oo, und

M, = {z € RP: &y (x) nicht konvergent oder — +oo}
ist Nullmenge.

g€L+(IRp), f(I)k—>fg
Fiir x ¢ M, gilt or(x,y) — f(x,y). Es ist dann

g(x) "2 lim @y (z) “E" Jim / or(z,y) dy

k—o0 —00
RY
xd& M
wh /f(w,y)dy-
]Rq

Also ist g(z) = [ f(z,y) fast iiberall in IR? und g € L(IRP). Damit ist

i
/ (m/ Fey)dy | do = / o) do = lim [ By (a) do
i\t

RP RP?

= lim / /wk(ﬂf,y) dy| dx
k—oo N—_——
R?P q TF

k—o0

R™ R™

10.4.6 Beispiel

fir die Nichtanwendbarkeit des Satzes von Fubini fiir n = 2. Sei

T—y
f($7y) _ ) @ry)? z,y >0 .
0 sonst

/(/f(x,y)dy> dx#/(/f(%y)dm) "

Zeige (als Aufgabe)

Damit ist f ¢ L(IR?).
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10.4.7 Satz von Tonnelli

Sei f: IR™ — IR mefkbar,

/ F(a.y)|dy

RY
/ (m/ Fy)ldy | de
RP q

existiere. Dann gilt der Satz von Fubini.

existiere fiir fast alle 2 und

Analogie zum Doppelreihensatz 2.6.8] Seite [42}

Z(Zla;kl><+oo:> > ajk_z i%’k

(4,k)€IN? J=1 \Jj=1

Beweis: Zeige f € L(IR"). Setze dafiir

o) = {1 in [k, k"

0 sonst

und
fk('rvy) = min(k, |f(x,y)] ’ (Pk(ﬂf,y))

Es ist fr € L(IR"), denn fj ist mekbar und hat k - ¢y, als integrierbare Majorante. Auferdem ist fast
iberall fr < frx4+1. Dann ist

/szy (z,9) // fiay)  dyds
(z,
\

RPIRT <|£( ry)lsok Y)
<|f(z:y)

g//]f(x,yﬂdydw:const.

R? IRY

Mit Beppo-Levi gilt dann

|f(x,y)| = klim fr(z,y) < oo fast iiberall.

N———
€L(R")

Damit ist | f| € L(IR"). Zusammen mit der Voraussetzung, daff f mefsbar ist, folgt dann f € L(IR").

10.4.8 Beispiel

Sei )
E={(z,y,2) eR*: 2> 1,2 + > < po)

f<a:,y,z>={1 @y ek

0 sonst

und
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Zu berechnen ist
[ fav s da )

Es ist
B - {(z,y): 2? +y* < 45} fiir 2 > 1
- 0 firz<1

f ist meRbar und f ist unstetig auf OF. OF ist Nullmenge im IR® (spiter).

[t ey = [R [ a2 ey d:
R3 R?

[e.e]

1
://1~XEZ(x,y)d(:c,y)dz:/7T—2dz:7r.
z
1

R R?2

Spéater wird gesagt: Der Inhalt von E ist 7.

10.5 MeBbare Mengen

10.5.1 Def.: Charakteristische Funktion, MeRBbarkeit

Sei £ C IR™. Dann heifst

0 sonst

XE(IU):{l reF

charakteristische Funktion von E. E heift mefbar, wenn x g mefbar ist. Ist yp € L(IR™), so heifst

m(E) = [ o

(Lebesguesches) Maf von E.

10.5.2 Bemerkungen

(a) Ist E mekbar, aber y g nicht integrierbar, so setzt man m(E) = +oo.

(b) Ist By C Eo mit mekbarem Eo, dann ist m(E;1) < m(E2), ca xg, < X, ist.

(
(d) N CIR" ist genau dann Nullmenge, wenn m(N) = 0 ist.

(§]

)
)
c) Ist I Intervall, dann ist m(/) der elementare Inhalt von I.
)
) Offene und abgeschlossene Mengen sind mefsbar.

)

(
(f) (i) OF ist nicht immer eine Nullmenge. Z. B. sei £ = Q". Dann ist 0F = R".

(ii) OF sei Nullmenge, E°, E sind mefbar und es ist EY C E C E. Frage: Wenn F mefbar und
N Nullmenge ist, ist dann £ = F'U N mefsbar?
Es ist xp = xp fast iiberall, also ist E mefbar.
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Beweis:

(d) ,,=" Sei N Nullmenge. Setze die Treppenfunktion ¢y (z) = 0 iiberall. Es ist pr(z) — 0 = xn ()
fast iiberall fiir k — co und [ ¢ = 0. Mit Beppo-Levi folgt

m(N):/XN: lim [ ¢, =0.
k—oo

W< Setze pp = k- xn. Es ist ¢ < pp4q tiberall und

/‘Pk:k/XNZO-

Beppo-Levi: klim vr(x) < 400 fast tiberall <= = ¢ N.
—00
Also ist N eine Nullmenge.

(e) Sei E C IR" offen. Frither wurde gezeigt: Wenn E beschrankt ist, ist xg fast iiberall stetig, also
mefbar. Zu offenem FE ist
E,=En(=k k)"

mefkbar und yg, — xg. Damit ist xg auch mefbar. Zu abgeschlossenem E ist F' = IR™ \ E offen
und

XEe=1—xr

ist als Differenz zweier meflbarer Funktionen ebenfalls meftbar.

10.5.3 Satz

Ist f: R™ — IR mekbar und ¢ € IR, so ist
E={z: f(z) <c}

mefbar. Dies gilt ebenso fiir <, > und >.

Beweis: Setze
or(r) = min(1,k - (c — f(x))T).

g ist mefbar.

Firz € Eist k- (c— f(x))t > 1 fiir k > ko, d. h. pp(z) =1 = xp(z) fir k > ko. Fir x ¢ F ist
k-(c— f(x))" =0, d h. gp(z) =0 fiir k € N und p(z) — 0= xg(z).

Da ¢, — xE ist xg mefbar.

Aufgabe: Beweis fiir <.

10.5.4 Prinzip von Cavalierei
Sei E C IR™ mefkbar mit IR” = IR? x IRY, (z,y) € IR x IR? und m(FE) < oco. Sei
E, ={y: (z,y) € E} CIR%

Dann sind fast alle E, mekbar in IR? mit

mg(Ey) == /XEZ(?/) dy < 400
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und

mn(E) = /mq(Ex)dx.
Umgekehrt: Ist my(E,) < +oo fast {iberall, so gilt

m(B) = [ my(E,) da,

falls der rechte Term < +oo ist.

Beweis: Es ist

m(B) = [ xue.w) (o).
Mit Fubini gilt:

T — /XE(x,y) dy < o0
fast tiberall und in L(IR?). Aufserdem ist

mnB) = [myEydo= [ [ o dyde
RP RP

Die Umkehrung entspricht dem Satz von Tonnelli, da m, > 0 ist.

10.5.5 Definition: Integrierbarkeit iiber £
Sei £ C IR" mefsbar und f: E — R eine Funktion. f heift integrierbar iiber E, f € L(FE), wenn ihre

triviale Fortsetzung
flx) z€eFE
Jo(z) = { (@)

0 sonst

[1=[1wiz= [ s
E E

10.5.6 Definition: Ordinatenmengen

in L(IR™) ist. Man setzt

Sei E C IR™ mefsbar und F': E — [0,00). Dann heift
E(f):={(z,y): 2 € B, 0<y < f(z)} CR™

Ordinatenmenge. Analoges gilt fir <, <; <, < und <, <.

Analog seien auch f,¢g: E — R mit f(x) < g(x):
E(f.9) ={(z,y): z € E, f(z) < [<Jy < [<]g(x)}.
10.5.7 Satz

Sind f und g mefbar, so ist auch E(f,g) mekbar.
Ist g— f € L(E), so ist

i1 (B(f,9)) = / E(g(x) - f(x)) d.
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Beweis: Hier fiir E(g) = E(0,9).
Zeige die Meftbarkeit. Dann wende Cavalieri an, da

(E(9))e ={y: 0 <y <g(z)}
m1((E(9))z) = g(z).

Behauptung:
XE(g) (@, y) = xE(z) - Im oi(z,y)

¢r(2,y) = min (1, K’ Ky + %) <9($) + % - y)T) :

Dabei ist @i (z,y) mefbar.
Fiir z ¢ E ist X g (7,y) = 0 fiir alle y € R. Fiir z € E gilt:
Wenn y > g(x) ist, ist

mit

1
g(x)+E—y<0fiirk2k0

und y + % > 0.

Damit ist [...]" = 0 und ¢g(x,y) = 0.

Ist y < 0 dann ist genauso @i (x,y) = 0 fiir & > ko.
Fiir 0 <y < g(x) und (z,y) € E(g) ist

und

Damit ist [...]7 > 7 und damit @g(2,y) = 1, xp) = 1.
Zusammen folgt, dak x () mefsbar.
Aufgabe: Fiithre den Beweis fiir {(z,y): 0 <y < g(x)}.

10.5.8 Folgerung

Ist f € R([a,b]), dann ist graph f eine Nullmenge im IR? (vergleiche mit [0.T.3] Punkt (f)).
Jetzt: Ist f: E — IR mefbar fiir mekbares F C IR", so ist

graph f = {(z, f(z)): x € E} C R""!
eine (n + 1)-dimensionale Nullmenge.
graph f = E(f, f)

ist meftbar mit dem MaR

[ @)~ s de=0.

E

286



10.5 Mefsbare Mengen

10.5.9 Bemerkung

zum Beispiel [0.4.8], Seite 2821 Es ist
E= a1 a4y < —
=< (z,y,2): 2> 1, 2°+y <E

F={(z,y): 2 +¢y*> <1}

Esist f(z,y) =1 auf E und g(x,y) = ﬁ auf £\ {0}.
E = F(f,g) ist mekbar, da f und g mefsbar sind.
Dabei ist OF eine Nullmenge.

10.5.10 Beispiel: Mal} der n-dimensionalen Kugel

Sei
K,(r):={z e R": ||z|| <r}

die n-dimensionale r-Kugel. Dann ist

m(K,(r)) =cp- 1"

mit
Ccl — 2
w/2
Cni1 =2 Cp- /(cos t)”+1 dt
0
Zum Beispiel ist
co=T
4
C3 = gﬂ'.
Ohne Beweis gilt
,n.n/2
Cp — e
L(1+3%)
Beweis: Durch Induktion nach n:
n=1V
n i n+1: Sei R*™! =R" x R und (z,y) € R" x R.
Es ist
Kn1(r) ={(z,9): lz]* +y* <r*}
= {(z,y): [lz]| <7, |yl < V/r? — [|z]?}
und

(Knt1(r))y = Kn(V72 = y?).
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Mit dem Prinzip von Cavalieri gilt dann

T

My 1 (Kng1(r /mn Ky (r )d@/ = / ( r? — Zﬂ)n dy

= rsint
_ 5 22, _ | y=rsin
cn/(r y*)" dy ‘dy:rcostdt

0

w/2 w/2
= 2¢y, / ™ (cost)™ - r - costdt = 2c,r" T /(cos t)"tat

0 0
= cpyr -

Zeige nun ¢, — 0 fiir n — oo:

w/2

Cntl = Cn -2 /(cos t)"+1 dt
0

Dabei ist foﬂ/2(cos t)y"tdt — 0.
Fiir n > ng ist cp41 < %cn

10.5.11 Rotationskérper im IR?

Sei I C IR ein Intervall und f: I — [0,00). Setze den Rotationskorper

R={(z,y,2): v €I, y* +2* < (f(x))’}.

—n [(f@)P o
I

Wende den Satz von Cavalieri auf IR an: Betrachte R, fiir x € I:

Wenn f2 € L(IR) ist, dann ist

Ry = {(z,y): ¥* + 22 < (f(2))%}
ma(Re) = 7(f (@)
my(R) = / (f(2)? de

1

10.5.12 Satz
Sind A, B C IR™ mefbar, so sind auch AU B, ANB, A\ B und insbesondere IR" \ B mefbar und es

gilt
m(AUB)+m(ANB) =m(A) +m(B).

288



10.5 Mefsbare Mengen

Beweis:

Xa\B = X4 (1—xB)
XANB = XA * XB
XAUB = XA + XB — XAnB

sind allesamt meRbar.
Also ist

XAUB + XAnB = XA + XB

/XAUB+/XAOB:/XA+/XB-

Aufgabe: Zeige dies per Induktion auch fiir endlich viele Ay, ..., A,.

10.5.13 Satz

Sind A1, As, ... C IR™ melbar und
V= UAk und D = ﬂAk,
k=1 k=1
so sind V und D mefbar, und es ist

m(V) <> m(Ag).

k=1
Speziell gilt:
(a) m(V) = khm m(Ak), falls A1 - A2 - A3 C.--.
(b) m(D) = lim m(Ag), falls A} D Ag D A3 D ---.

k—o0

(c) m(V) = >~ m(Ay), falls A; N Ay, = 0 oder Nullmenge fiir i # k ist (o-Additivitat des Lebesgue-
k=1
mafes).

Beweis: Dy, =A;N---NA;und V, = A; U---U A sind melibar mit

XDy, = XA - -- XA, und xy, = min(1, x4, + -+ x4, )-

XD = k;hm XD, (\.) ist mefbar und

Xv = kﬁm Xv, (/) ist mekbar.
m(V) = /XV = kﬁm /XVk (Beppo-Levi, falls konvergent)
< Hm (/XA1 +"'+/XAk> < z;m(Aj).
‘]:

(a) Vi = Az m(V) = limg_oo m(Ag)
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(b) Dy = Ag: m(D) = limg .00 m(Dy)
(c) ,<": siehe oben v/

w>" Esist xa, + -+ xa, nur in einer Nullmenge, also ist fast iiberall

XVi :XA1+"'+XAk-

Damit ist "
m(Vi) =Y m(A;)
=1
und fir & — oo ist -

m(V) =) m(4).
j=1

10.5.14 Beispiel einer nicht mellbaren Menge in IR

Die Relation
r~y =z —yecqQ

ist eine Aquivalenzrelation mit den Aquivalenzklassen [z]. Es ist entweder [x] = [y] oder [z] N [y] = 0.
Sei A Vertretersystem in [0,1), d. h. zu jedem x € TR gibt es genau ein £ € A mit £ € [z], sprich { ~ x
(Auswahlaxiom, dquivalent zum Lemma von Zorn, Wohlordnungssatz).

Die Menge A ist nicht mefbar.

Beweis: Setze
A+r:={a+r:acAreQ, 0<r<1}

und
A ={a+r:acA a+r<ljU{a+r—1l:ac A a+r>1}

Zeige
(1) A, NAg =0 fiir r # s.
2 U 4 =01).

re0,1)
Wenn dann nun A mefsbar wére, dann auch A + r mit m(A + r) = m(A4).
Ebenso wire m(A,) = m(A) = m(Ap). Damit ist
L=m([0,1))= Y m(A)= Y m(A)=0.
ref0,1) ref0,1)
WIDERSPRUCH! Also kann A nicht mefsbar sein.
ad (1): Seiz € A, NA; mit 0 <r,s<1undr #s.
Es existieren a € A und b € A mit

r=a+rodera+r—1
r=>b+soderb+s—1.

Subtraktion liefert
a—b=s—-1re€Q.
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Damit ist a ~ b.
Daraus folgt nach der Konstruktion von A, dafs @ = b und damit r = s sein muf. Dies ist ein
WIDERSPRUCH! Also muft A, N A fiir r # s eine leere Menge sein.

ad (2): ,,C*
UJ 4. clo)

ref0,1)
ist klar, weil A, C [0,1) ist.

, 2" Seix €[0,1): x ~ a fiir ein a € A.
Damitist t —a=r€ Qund —-1<z—a<l,z€ A+r, z €A,
Fir0<r<1gilt: z € A,.
Fir-1<r<0gilttz=a+r+1-1€ A, =A 4 1mits=r+1€(0,1), weil a+s>1
ist.

10.5.15 Satz, absolute Stetigkeit des L-Integrals

Sei f € L(IR™) und € > 0 beliebig. Dann gibt es
(a) f=g+hmitg,he L(IR"), g beschrankt und [ |h| < e.

[1s1<=
E

fiir jede mefbare Menge mit m(E) < §

(Absolute Stetigkeit des Lebesgue-Integrals).

(b) ein 6 > 0 mit

Beweis:
1. Setze
k. wo f>k
fi=< -k wo f<—k.
f  sonst

Esist |fi| <k, |fx] < |f| und fr — f iiberall fir k — oo.
Nach dem Satz von Lebesgue gilt fiir & — oo

[r— |1

Es ist auch aus demselben Grund fiir £ — oo

/’f—fk\—>0,

denn es ist |f — fr] < 2|f|.
Wihle k so, daB [ |f — fi| < € ist.
g = [ ist beschrénkt durch k. Setze h = f — fi. Dann ist [ |h| < e und f =g+ h.
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2. Sei f=g+hmit [g] <M und [|h] <e/2 (geht nach Teil (a)) und 0 = 557
E C IR" sei mefbar und m(FE) < . Dann ist

!rfr<!rg|+!|h|

gM-m(E)+/|h|<M-5+%:5.
Rn

10.6 Die Transformationsformel

10.6.1 Motivation

Im Abschnitt B.3.6] auf der Seite [0l wird gezeigt:
Fir f € R([a,b]), ®: [«a, 5] — [a, b], bijektiv und stetig differenzierbar, gilt die Substitutionsregel:

b

B8
/ f(x) da = / F@()) - |8'(1) dt.

a

Was gibt es fiir Méglichkeiten beim Lebesgue-Integral?

10.6.2 Die Transformationsformel

Seien U,V C IR"™ offen und ®: U — V ein Diffeomorphismus (d. h. @ ist bijektiv und ®, ®~! sind
stetig differenzierbar). Dann gilt

[ t@do= [ @) |dea' ) a,
1% U

wenn eine von beiden Seiten als Lebesgue-Integral existiert.

/ 9(1(2)) - | det(@1 ()| di = / o(t) dt

\%4 U

Beweis: Spéter.

10.6.3 Satz (Spezialfall von 10.6.2))

Sei A eine n x n-Matrix, b € R" und ®(z) := Az + b. Dann gilt:
m(®(E)) = |det A| - m(E) (10.1)

fiir jedes mefbare F C IR" mit m(F) < oo.
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Beweis:

(1) Sei ®(x) = = + b eine Verschiebung und E ein Intervall mit der zugehorigen charakteristi-
schen Funktion xg. ®(F) ist ebenfalls ein Intervall mit m(®(E)) = 1 - m(F). Es ist 1 =
| det(Einheitsmatrix)|. (I01]) gilt fiir £ =endl. Vereinigung von Intervallen.

([00) <~ /Xq)(E)(:E)d:U:/XE(x)d:E
E
X&(E) (r) = xp(zr —b)

M) — [t -bdo= [ xe

FE =endl. Vereinigung von Intervallen.
Grenziibergang: Fiir jede mefibare Menge E mit m(FE) < oo.

[E mefsbar <= xg mefkbar <= Jgpi TF: ¢ — xg f.i.]

(2) Sei ®(z) = Ax:

(a) Sei det A =0. Dann ist ®(E) C H. H ist Hyperebene des IR", also ist m(®(E)) < m(H) =0
und |det A| - m(E) = 0.

(b) Sei
A 0
A = diag(A1,...,\n) = .
0 An
E sei Intervall mit den Kantenlangen /1, ..., #¢,. Dann ist ®(F) ein Intervall mit den Kanten-

langen |A\|l1,. .., [Anlln.

m(B(E)) = M. A b1 ... by = |det A| - m(E)

[ @iz = [xptads | - |deca

a(E) E
Wie unter (1) schlieft man auf mefbare Mengen E mit m(E) < oco.

(c) Sei nun ®(z) = Az mit det A # 0.
Setze W = [0, 1] der Einheitswiirfel und

a(A) :=m(d(W)).

Zeige, daf die folgende Gleichung gilt:

a(A) = |det A|.
Setze
E=a+[0/"={a+z:0<z, <(lfirv=1,...,n}
=a+ Y (W).
Dabei ist
U(x) =Lz
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und damit

Genauer gesagt, ist fiir Wiirfel £ C IR"
m(®(E)) = a(A) - m(E).

Dasselbe gilt fiir mefbares E (Zeige dies als Aufgabe. Schliefe dabei von Wiirfeln auf Inter-
valle).

Wenn E offen ist, dann ist E die Vereinigung von sich nicht iiberlappenden Wiirfeln.

Die Beziehung a(A) = | det A| ist richtig fiir

(i) det A = 0. Dies wurde in (2a) gezeigt.
(ii

(iii) orthogonales A (AT A = E,, = Eiheitsmatrix). Dies wird in (d) gezeigt.
i

)
) A =diag(\1,...,\,). Dies wurde in (2b) gezeigt.
(iv) beliebiges A mit det A # 0. Dies wird in (e) gezeigt.

Sei nun A orthogonal, d.h. es ist ATA = E,,.
Setze E = K(0,1) ={z € R": ||z|| < 1}.
AT A=E, = ®E)=F

m(®(E)) = m(E) = a(4) - m(E)
=a(4) =1
1 =det A-det AT = (det A)?
= |det A| = 1.

Sei nun A beliebig mit det A # 0.
AT . A ist symmetrisch und positiv definit, also ist A7 - A = ST . D - S mit einer orthogonalen
Matrix S und D = diag(\1, ..., A\n) mit Ag,..., A, > 0, den Eigenwerten von A” - A (Haupt-
achsentransformation fiir A7 - A).

Setze
A =diag(v/Mi,...,V )  A?=D.
Dann ist
AT'.D. ATl =E,
und
S-AT. A.8T=85.(ST.D-8)-ST=D=A-A.
Es ist

E,=A"1" D - At=A"1.5.4T.4.87. A1
S
=01
Si-8{=A718. AT A.ST. AT =E,
—
=D



Also ist S1 orthogonal und

E,=5-4-87.A71

10.6 Die Transformationsformel

o(B) Z a(81) a(A) - a(ST) - a(A™)

~—— ~—— ——— ——
1 1 L [det(A1)]
:}a(A)Zil - )\1...An.

1l 1
SYRERDY

Es ist

|det A| = {/det(AT - A) =/ A1... \,

Also ist a(A) = |detal.

Nachtrag zu (#):
Seien A und B n x n-Matrizen. Dann ist
a(AB) = a(A)a(B).

Beweis: «(AB), ®(z) = Az, ¥(x) = Buz.
m(®(E)) = a(A) - m(E):

a(AB) -m(E) =m(®(V(E))) = a(A) - m(Psi(F)) = a(A) - a(B) - m(E).

Also ist a(AB) = a(A) - a(B).

Bis hierhin ist bewiesen, daf fiir ®(z) = Az + b gilt: m(®(E)) = |det A| - m(E).

10.6.4 Hilfssatz 1

Sei ® € CY(K(0,p),IR") und W} Folge von Wiirfeln mit 0 € W} und diam W), — 0. Dabei ist
diam E = sup{||z — y||: «,y € E} der Durchmesser von E. Dann gelten folgende Aussagen:

(a) Fir k — oo ist

1
T det ®'(z)| — | det ®'(0)].
7 [ et @) = der /(o)
Wi
(b) Fir k — oo ist
m((I)(Wk)) /
(V) | det ®'(0)].
Beweis:
(a) Als Aufgabe. Sogar fiir stetige f gilt
i [ @ de— £(0)
m(Wy) '
Wy
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(b) (i) Sei zuerst ®'(0) = E, die Einheitsmatrix im IR", d.h. es ist ®(z) = = + r(z) - ||z| mit
r(z) — 0 fir z — 0.
Sei nun € > 0 und 0 < € < 3. Dazu existiert ein § > 0 mit [|r(z)|| < e fiir ||z|| < .
Fiir k& > ko gilt: Wy, C K(0,9).
Sei nun y = ®(z) mit x € Wj,. Dann ist
yo =y + ||| ()
— ——
Vel |I<e

Fiir Wy, gilt dann
O(Wi) C [~V b e+ a0l Vi b2 +al + 4]
X =Vl e+ al) Ve +a) + 4] (10.2)

und

(W) 2 H\/ﬁ'ék'5+agk)7—\/ﬁ'€k-5+agk)+€k]
X Vi by e al) v b e ol £ 4] (10.3)

Also
g1 -2ym-e)" <m(@(W)) < 6 (1+2y/m-e)"
m(®(Wg))
1-2vn-e)"-1< ———> 1< (1+2yn-e)" -1
>—const-e <const-e

fir k > k. @)

m(®(Wy)) !

SR = ®

= Sy | det @ (0)]

fir k£ — oo.

(ii) Allgemeiner Fall. Sei ®'(0) = A. Zuerst sei det A # 0.
Sei ®(z) = A~!- ®(x). Damit ist ®'(0) = E,.
_ m(AV(Wy))
© m(¥(Wi))
= |det A - ———*
Z |det A - 1

(®: Satz; ®: Spezialfall).
Sei nun ®'(0) = A mit det A = 0. Dann ist

O(x) = Az + ||z|| - r(z) = Az + f(z).

Es ist ®(Wy) € H + f(W})) mit einer Hyperebene H und m(H) = 0.
Fir f gilt dabei:
W) = | /- la. - -
FOW) = | =it s @) V- - g )
mit

m(f(Wi)) = (2vn - £)" - £".
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Daraus folgt dann:

m(f(Wg))
m(Wg)

m(f(Wg))
m(Wg)

< (2ev/n)"

— 0 fir k — oo.

10.6.5 Hilfssatz 2

(Satz iiber die Nullmengentreue)
Sei ® € C1(U,IR™), U offen und N C U eine Nullmenge. Dann ist ®(V) eine Nullmenge.

[e.e]

Beweis: Sei U = |J W} mit kompakten Wiirfeln Wy, C U.
k=1

Dann ist ® auf W} Lipschitzstetig, d. h.

[@(x) = @)l < L - |z = yl|.

Sei nun Ny = N N Wy. Zeige, daft ®(Ny) eine Nullmenge ist. Dann ist auch
o0
o(N) = | ®(V))
k=1

eine Nullmenge.
Nachweis, dafs ®(N) eine Nullmenge ist:
Sei € > 0 beliebig.

Dann existieren Wiirfel I, mit Ny C |J I, und ) m(l,) <e.
v=1 v=1

Also hat ®(I,) hochstens den Ly-fachen Durchmesser von I,
d. h. es existiert ein Wiirfel J, O ®(I,) mit hochstens Lg-facher Kantenldnge von I,,.

= m(J,) < (Lp)" - m(L,)

= O(Ny,) C [j o(1,)c (J 4

v=1 v=1

und damit
oo oo

S ml) < (L)Y m(l) < (L) e

v=1 v=1

Also ist ®(Nj) eine Nullmenge.

10.6.6 Hilfssatz 3

Sei ® € CY(U,IR™), U C R" offen und ® injektiv. Insbesondere sei det(®'(x)) # 0 fiir alle x € U.
Dann gilt fiir jeden Wiirfel W C U:

m(@(W)) :/|det &' (2)| da.
w
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Beweis: Setze Wy = W und definiere o« € IR durch

m(®(W)) :a-/|det &' (2)] da.
w

7 zeigen ist nun: o = 1.
Zerlege Wy in 2" kompakte, gleich grofse Wiirfel 7, mit halber Kantenléange.
Klar ist:

on
m(Wo) = Y m(z,)
v=1
Es gilt dann:
on
m(@(Wo)) = > m(®(1,)),
v=1
denn es ist
on on
Wo = <U(L,)°> U (U 6[,,) .
v=1 v=1

Nullmenge

Damit ist (weil @ injektiv ist)

d(Wy) = (U <I>(I,,)0> U <q> (U 8],,)) .

Nullmenge nach HS 2

Daraus folgt

2n on
m(®(Wo)) =Y m(®((1,)") +0 =" m(®(L)).
v=1 v=1

Andererseits gilt ebenso
2TL
m((Wy)) = a/ydet ¥(2)dr =3 o -/|det ' (2)] dz.
Wo v=1 I,

Also existiert ein vy mit
m(®(1,,)) > a- / | det ®'(z)| dx.

L,

Setze W1 = I,,,. Genauso erhélt man induktiv eine Folge von Wiirfeln Wy, mit Wy, C Wj_y, in der
W die halbe Kantenldnge von Wj_1 hat und fiir die gilt:

m(®(Wy)) > a- / | det ®'(z)| du.

Wy

Daraus folgt, dak es ein & € U gibt mit

(Wi = {¢}-
k=1
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Teile nun die Ungleichung durch m(Wy):

Wi

Wende auf die linke Seite den Teil (a) und auf die rechte Seite Teil (b) vom Hilfssatz 1 an. Dann ist
fiir £ — oo:

| det @(§)] > a - | det D'(E)].

Also ist a < 1. Zeige auf die gleiche Weise nun, dafs o > 1 ist. Damit ist dann die Behauptung
bewiesen.

10.6.7 Hilfssatz 4

Sei ®: U — V eine Diffeomorphismus, d. h. ® € C1(U, V), ® ist bijektiv und ®~! € C1(U, V). Dabei
seien U und V offene Mengen. Dann gilt:

m(V) = /|det ' ()| dz,
U
falls eine der Seiten endlich ist.

Beweis: Seien Wy kompakte Wiirfel mit

U= [j Wi
k=1

Dabei sei Wi, N Wj fiir k # j eine Nullmenge. Dann gilt nach dem Hilfssatz 3

m(®(W,)) :/ydetqﬂ(x)ydx
Wi

und dann

m(V) "3 (@ (W) = Z/|det &' (2)] d & /|det<I>'(x)|d:U.

k=1 k:ka U

Dabei gilt & wegen Beppo-Levi fiir Reihen mit

folz) = {|det(I>’(a:)] fir x € Wk.

0 sonst

10.6.8 Beweis der Transformationsformel

Wiederholung der Transformationsformel:
Sei U,V C IR" offen und ®(U, V) ein Diffeomorphismus. Dann gilt:

/ F(®(a)) - | det B (x)] dx = / f(w) dy,
U Vv
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falls eines der Integrale existiert.

Oder
b w(b)
/f(so(t))-so’(t)dt: /f(:c)d:c.
@ @(a)

Beweis: Sei f = ¢ eine Treppenfunktion, ¢: V' — IR, etwa:

(z) = c¢; im Wiirfel I]Q CVfirj=1,...,p
7 " )0 aukerhalb aller I j ’

Dann ist

/sO(y)dy: y /so dy—ch m(

1% =1y
¢ / | det @' (z)| dw
UJ

HS4

M*@

1

J

mit U; = ®71((1;)°) ist hierfiir

:Z/ )« | det ®'(z )|d:c:/<p(<1)($))-|det<I>’(x)]dx,
j=1 U; U

d. h. die Transformationsformel gilt fiir alle Treppenfunktionen ¢: V — IR. Also gilt die Transforma-
tionsformel fiir f € LT(V), denn ¢ 7 f mit [ — [ f:

/f )dy = hm /gpk )dy = hm /ka (7)) - | det @' (x)| dx

f(2(2))-| det &' ()|

BL / F(®()) - |det & (z)] da
U

Also gilt die Transformationsformel auch fiir f € L(V'). Zeige nun noch: Auch aus der Existenz von
[ 1@ detd/(a)] do
U

folgt die Formel.
Setze ¥(y) = ®~!(y), ¥ Diffeomorphismus und g(z) := f(®(z)) - | det &' (z)|.
Nach Voraussetzung existiert [ g(z)dz.

U

/g<w>d:c:/g<w< )) - | det & ()] dy

U

/f et ()] |det< (y)))!dyz/f(y)dy
174
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10.6.9 Spezielle Transformationen

(a) Polarkoordinaten im IR?: Setze

x = 1rcosb
y=rsinf
r?=a2%+y?

rcosf
®(r,0) = <rsin9>
mit ®: (0,00) x (0,27) — R?\ {(2,0): x > 0}. Es ist

cosf) —rsin 9

r_
det &" = sinf rcosf

7> 0.

Fiir f € L(IR?) gilt dann:

oo 27

/fx y)d(z,y) /f (rcos@,rsinf) - rd(r,6) //f(rcosﬁ,rsin@)-rd@dr.
00

(b) Kugelkoordinaten im IR?: Setze

T =rcosA\-cosf

y =7rsin - cosf

z = rsin (.
Dabei ist A die geographische Linge, 5 die Breite und 72 = 22 + y? + 22 der quadrierte, zum
Punkt (z,y, z) gehorige Radius.

Esist 0 <A <27 (oder —7 < A <7mund —7/2 < g3 < 7/2.
Herleitung: Setze z = rsin f mit —7/2 < < /2

2

22+ =12 —r?sin® B = (rcos 3)?

Polarkoordinaten fiir (z,y):

x = (rcosf)cos\

y = (rcos 3) sin \.

Also:
r cos A cos (3

O(r,\, 3) = | rsinAcos 8
rsin 3

mit 0 <r <oo, 0 <A< 27 [-7 <A <7 und —7/2 < B < 7/2.
®: (0,00) x (0,27) x (—7/2,7/2) = R3\ N
ist Diffeomorphismus mit einer Nullmenge

N = {(rcosf3,0,rsinf): r>0,—n/2 < 3 <7/2} = {(x,0,2): (x,2) € R?,z > 0}
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und

cosAcos3 —rsinAcosf —rcosAsin(
det ®' = [sinAcosB rcosAcosfS —rsinAsin| =r?cosf > 0.

sin 3 0 rcos 3
Zusammen ist
0o 21 /2
[ @y adeya= [ [ [ r@eam) s cospdsandn
R3 0 0 —r/2
(¢) Zylinderkoordinaten: Setze
x =rcost
y =rsinf
z2=1z
mit 72 = 22 + y? und 0 < 6 < 27.
7 cos 6
O(r,0,z) = | rsind
z

cosf —rsinf 0
det ® = |sinf rcosf 0] =r.
0 0 1

(d) Kugelkoordinaten im IR™:
Sei x = (z1,...,x,) € R" mit ||z| = 7.

x=®u(r,00,01,...,0,_2)

z. B.
cos by
Do(r,0p) =71 .
2(7, o) sin 6y
cos g cos 01
O3(r,6p,601) =r | sinbycos by
sin 64
cosOy - cosbq -cosby...cosl,_3-cosbl,_o
sinfy - cosfy - cosby...cos0,_3-cosb,_o
sinfy - cos By ...cosb,_3-cosb,_o
(I)n(r7 907 R 79n—2) =T
sin6,,_3 - cos 0,,_o
sin 9n72
und es ist

det & = r""1(cos ;) (cos B2)(cos B3) ... (cos by _o)" 2

unter den Bedingungen 0 <r <00, 0<6y <2m, —7/2<0; <7/2fiirj=1,...,n—2.
Herleitung: Setze x,, = rsinf,_o fir —7/2 < 0,9 < 7/2.
lz|| =7, & = (21,...,2p_1) € R*!

||53H%znﬂ =72 —r?sin%6, o = (rcos b, o)*
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oo (2) = (Bt 0] 0,

Tn rsinf,_o

T cos By cos O cos 01
7 cos By sin Oy cos 61
7 cos 0 sin 01
7 sin 6y

04 =

Allgemein gilt fir n — 1 — n:

708 0y —2(cos by . ..cosb0p,_3)
7 oSO _o(sinby . ..cosb,_3)
7 oS 0,2 (sin b,_3)

rsinf,_o

Schreibe ®,, = ® o U:

@n_ ’97"'7071—
(b(g)gOy--.,gn_g’t): < 1(0 0 3))

t
7 coS0,_o
to
\I/(T’, 907---;6n—2) = :
9n—3
78inf,_o
Do \I/(T‘, 90, ey 971—2) = (q)n_l(r o8 07}_2’ 907 Y 9n—3)>
r8inf,_s
Es ist
det @) = det(®' o ¥) - ¥’
mit
!/
det ®' o ¥ = ‘@8_1 OO\IJ 2‘ =det®),_|(rcosb,_2,00,...,0,_3
cosb,_o 0 0 . 0 —rsinf,_o
0 10 0 0
0 0 1 0 0
det U/ = ) L ) ) = r (als Aufgabe)
0 00 1 0
sinf,_o 0 0 0 7rcosf, o

Rekursionsformel fiir die Determinante:

det @ (r,0p,...,0,_o) =7 -det®!_|(rcosb,_2,00,...,0,_3)
An Anfl

Ny =1, A3 =rcosb
Np_q =1""2cosb(cos2)?...(cos b, 3)" 3
Ay =1-(rcos, 2)" 2cosbi(cosfy)?...(cosb, 3)" 3.
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10.6.10 Beispiele

(a) Polarkoordinaten im IR?: Berechnung von

I:/Q*Wt vr
2
0
Beweis: Sei Q = {(z,y): x,y > 0}. Dann ist
/e_(m2+y2) d(z,y) = // @*+9°) qy doy = /6_m2 dx - /6_y2 dy = I*.
Q 0 0 0 0

Mit Polarkoordinaten ist

Q

/2

/e -rdfdr
0
T T 1 T 2|00
—_ — —2 —_ —— -r —
2/( 2> r)dr ¢,
0

(b) Kugelkoordinaten im IR?: Aufgabe: Berechne m(K(0,r)) =

NE

(¢) Zylinderkoordinaten:
Berechne den Inhalt von

1
— a2 2
E—{(Q?,y,Z)CC +y S].—I—Zz}

Esist z€e I Rund 0 <r <

\/1
oo (1422)"1/2 9p 00 2 (1422)-1/2
m(E) = / / /rd@drdz:%r/ 5 dz
—0o0 0 0 —00 0
oo
/ dz o 9
= —5 — marctanz =7
. 1+ 2 oo

(d) Allgemeine Kugelkoordinaten: Aufgabe: Berechne m(K(0,7)) =

10.7 Parameterintegrale

10.7.1 Feste Bezeichnungen
E C IR" ist mekbar und # 0.

0+ DCIR"
f: Dx E— . Fiir f(z,y)ist x € Dund y € E.

304



10.7 Parameterintegrale

f ist beziiglich y integrierbar iiber E.
g: E — [0,00) ist integrierbar.

F(z):= [ f(z,y)dy
/

F: D — IR heifft Parameterintegral mit dem Parameter z.

Beispiel: Die Gamma-Funktion
o0

I'(z) = /e_lttm_1 dt

0

10.7.2 Satz iiber die Stetigkeit

Sei |f(z,y)| < g(y) fir alle (z,y) € D x E, und sei z — f(z,y) stetig in 2 = a € D fiir fast alle
ye k.
Dann ist F stetig in x = a:

tim [ f(x.y)dy = / (1im f(z.y)) dy
E E N e’

=:f(a,y)
Beweis: (z(") sei Folge in D mit z*) — q.
fe(y) == |f (@™ y) = fa,y)| — 0 fiir k — oo fast iiberall in E

0 < fr(y) <29(y).
Mit dem Satz von Lebesgue gilt:

/fk(y)dy—>0 fiir kK — oo.
E

[Fa®) - F(a)] = / F(@®), ) f(ay) dy

E

< /\f(:c(k),y) — f(a,y)|dy — 0 fir k — oo.
E

10.7.3 Differenzierbarkeit von Parameterintegralen
Sei f: DxF—1IR,DCIR" FCR™ und

F(z)= [ f(z,y)dy.
/

Ist D C IR" offen, z — f(z,y) diffbar in = a fiir fast alle y und gilt
|f(z,y) = fla,y)| < [lz —allg(y) (mit g € L),

so ist F' differenzierbar in x = a und es gilt

OF [ of
8%(&)— a—xy(a,y)dy-

E
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Beweis:

(ex. nach Vor. fiir fast alle y)

fla+ ze”y) = fla,y)

= lim T = mekbar
k—o0 =
k
mefibar bzgl. y
;Ufy( y)‘ <g(y) firv=1,...,n
also integrierbar.
Seo h € R"™, ||h]| < 0, ¢ so, dak {z: ||x —a|| < §} C D:
1
m F(a+h)— Zh ,y) dy
_HhH/' (a+ h,y) — f(a,y) Zh dy
KR 0firh—0
Setze
1
<g(y) Al
<||h[[-n-g(y)

ist stetig fiir 0 < [|h|| < ¢ fiir fast alle y.
Es ist ®(0,y) := 0.

Wenn h — ®(h,y) stetig ist in K (0, J) fiir fast alle y, dann gilt nach dem Stetigkeitssatz mit |®(h, y)| <

9(y) +n - g(y) = (n + 1)g(y) das obige —.

Weise nun die Stetigkeit im Punkt h = 0 (fiir fast alle y) nach:

Fiir welche y gilt ®(h,y) — 0, wenn h — 0 ist?

Genau fiir alle y, in denen f(z,y) bzgl. x differenzierbar ist im Punkt x = a.

10.7.4 Beispiel

Die Gamma-Funktion ist fiir z > 0 definiert durch

o0

I(z) = /e_ttx_l dt.

0

Die Beta-Funktion ist fiir > 0 und y > 0 definiert durch

1
B(z,y) = /tf“(l — )y Lt
0
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(a) T ist stetig.
(b) T ist stetig differenzierbar (I' € C*°(0, c0)).
(c) Esist

e 't Ylogt)* dt.

Beweis:

zu (a): z— e "1 ist stetig fiir alle t > 0.
Sei a € D = [a, 5] C (0,00) = E. Dann ist

i tlfiro<t<1
CTS Y et irt > 1 9(t)

g ist Majorante. = Stetigkeitssatz anwenden.

zu (b): Es ist

0
—e i = e Logt.
ox

Seia>0,0<a<a<f<oound D = (a,(3). Dann ist

e " < |logt| - g(t)

&

integrierbar (Aufgabe).
Satz iiber die Differenzierbarkeit anwendwar, da
le~tm 1 — et MWS |z —al - le”'t¢ T log t|

(wobei & zwischen a und z ist)

< |z —al-|logt]-g(t).
—_——

Majorante

zu (c): Ohne Beweis.

10.7.5 Beispiel: Das Newton-Potential

Fiir dieses Beispiel ist n > 3.
Sei K C IR"™ kompakt, ¢: IR™ — IR mefsbare, beschrankte Massendichte und

B 0(§)
"=/ o=z ®
K
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Behauptung:
e uc CY{R")
e uc C®(R"\ K)
Zeige:
(a) u € C*(D), D C R"™ Gebiet mit DN K =)
(b) w ist stetig in a € K
(c) Das Newton-Potential ist harmonisch in IR" \ K, d. h.

n
g Uz, x, = 07
r=1

kurz:
Au=0
mit dem Laplace-Operator
A= —.
— 0z

Beweis:

zu (a): Sei a € R"\ K, D eine Umgebung um a mit DN K = (.
Fir z € D gilt:
|l —&|| >d>0furalle £ € K, x € D.

Auferdem ist
lo(§) < M.
Co:
o(§)

rr— ————
|z — &||"—2

ist stetig in D fiir alle £ € K. Eine Majorante in K ist

M
Also ist u € C°(IR™).
cl:
’ 0
0wy o f(é)rn-? - '@@(—H 2 — €™ 5l - su‘
mit 52|l =
= |\ o)l — gL B
_'( n+2)-0(§) - [lv ¢l -

< (n—=2)M - ||z — &7
< (n—2)Md"!

308




10.7 Parameterintegrale

mit £ € K,z € D.

C2:
Es ist 5 g ) 5 ¢
Ty — Qv
e (rmeps) = D e
Mit
9 <@ﬁfy)_{@f— (n)lz— gt e pAtv
[l =& (xu_gu)Q (—n)|lz —&[I7" 2+ ||96—15H” n=v
ist dann
0° 1 _ —n(zy, — &) (2 — &)
Oy, || — £||" 2 |z — &2
und
ok 1 _ —n(zy, —&)? 1
Oz |z —¢gI"=2 — flz—¢"t2 O Ja+g|m

= Majoranten klar: immer von der Form C%St fir C™.

zu (b): Stetigkeit in z =a € K: Sei a € K, U = K(a,0), J fest: Es ist

0(6) o(6)

= —=r —=r

@) /IM—fW‘2£+E/IM—£W2 .
K\U KNU

v(z)

w(x)

w(x) ist stetig in U, wie schon gezeigt.
Sei e >0, 0 > 0, sigma < 0/2, so dak K(a,0) C K ist.
Sei ||z — al| < o:

lole) —vla)l = \mffﬂﬂ‘wafg%ﬂdg
o) o©
< / le—g2 fa_grz %

de
M - 0>
= ﬁ/ W—SWQ []asn2)

at
<M
( nx—m"2+ aan)
U U

dé Subst.:
J g = & - dy

| S
(1]

)

dy
— 52 u/
yl"—2

K(0,1)

Berechne das 2. Integral:
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Berechne nun das 1. Integral mit Substitution £ = x + 6 - y:

d
52 / H?JH% = const - §2
K(0,3/2)

Sei nun & > 0 und 6 > 0 so, daf const - 62 < /2 ist:

u(z) —u(a) = v(x) —v(a) + w(z) —w(a)
lv(z) —v(a)| < e/2 fir ||z —al < §/2
lw(z) —w(a)| <e/2 fir ||z —al <o < /2
= |u(z) —u(a)| < ¢ fir ||z —al| < 4.

zu (c):

tu= [0 (o s a6 -
E

=0 fiir alle &

denn es ist
1 n n "
A = — (2, —&)* =0.
R e

10.8 Das eindimensionale Lebesgue-Integral

In diesem Abschnitt ist immer f: [a,b] — IR und

b

/f(a:)da: ::/f(a:)da:.

[a,b] a

Zur Wiederholung: Wenn f” € R([a, b]) ist, dann gilt

10.8.1 Satz

Ist f monoton wachsend (fallend), so ist f fast iiberall differenzierbar und fiir das Lebesgueintegral
gilt:
b

/fwasﬂw—ﬂ@

a

(beziehungsweise >).

Beweis: Spiter in [0.83.
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10.8 Das eindimensionale Lebesgue-Integral

10.8.2 Hilfssatz (Sunrise-Lemma)
(nach Riesz) Sei g: [a,b] — R stetig und
E ={z € (a,b): esex. &>z mit g(&) > g(z)}.

Behauptung: E ist offen, also E = |J(ax, b;) oder = 0 und g(ar) = g(br), auber, wenn a; = a ist.
k

Dort gilt nur: g(ax) < g(bg).

Beweis: Sei 2 € E und dazu & > z mit g(§) > g(z). Es existiert ein 6 > 0 mit: Ist |2 — 2| < 4§, so
gilt: 2/ < & und g(2’) < g(§) (wegen der Stetigkeit).
Also ist (z — d,2+d) N (a,b) C E, E ist offen. Damit ist E = | J(ag, bx).

k

Zeige noch, dak g(ar) = g(by) ist:

1. Sei a > 0. Dann ist g(ax) > g(by), sonst wire ndmlich ay € E
(sonst: g(ax) < g(b) fur ap < by = ar € E).

2. Sei z € (ag, by) und ' definiert durch:
g(2') = max{g(t): x <t < by}
Wen 2/ < by, ist, existiert ein & > by mit g(£) > g(2'), weil 2’ € E und g(2') maximal ist. Damit
wire dann g(&) > g(2’) > g(bg) und damit by € E. WIDERSPRUCH! Also ist g(z) < g(z') =

g(bg). Fiir z — ay, gilt dann:
g(ax) < g(bk)-

Zusammen ist also g(ag) = g(bg).

10.8.3 Beweis zu [10.8.1]

Sei f: [a,b] — IR monoton wachsend.
Behauptung 1: f ist fast iiberall in [a, b] differenzierbar.

Beweis: Sei z € (a,b). Setze

= fleth) - fz)

A= 1
hg& h
A\ = lim flet+h)— flz)
h—0+ h

Dies ist die rechtsseitige obere, bzw. untere Ableitung.

Definiere analog (mit h — 0—) die linksseitige obere/untere Ableitung Ay und A\s. f'(x) existiert nun
genau dann, wenn Ay = Ay = A\, = A, < 00 ist.

Da f monoton wachsend ist, sind Ay, ..., A, > 0. Zeige noch in 3 Schritten:

1.) A, < +oo fast iiberall.
2.) A, < )\ fast tiberall.
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3.) Ay <\, fast tiberall.

Zusammen folgt dann:
Ay <A <A < X <\ < 0 fast iiberall,

d. h. f ist fast iiberall differenzierbar.

1.) Esist
Ex ={zx € (a,b): Ay =400} C{zx € (a,b): A, >n} =E,

fiir alle n € IN.
Sei « € E,. Dann existiert ein £ =z 4+ h > x mit

d. h.
f()—n-&>f(z)—n-z.
=:9(&) =:g(x)
Mit dem Sunrise-Lemma folgt damit: E,, | J(a, br) mit g(ax) < g(by). Daraus folgt:
flag) = f(be) < n(ax —br)

(b — ax) < - (f () — ).

Summiere auf:

Sk —ar) < = 3 5 (b) — Flan)

k k
< —(f(b) = f(a))

< ¢ fiir n > nyg.

Damit ist m(Ex) < m(E),) < € fiir n > ng, also ist m(Es) = 0 und damit A, < +oo fast tiberall.

2.) Setze
Ecg={r € (a,b): A, >d>c> N}

und

E:{xe(a,b):Ar>)\g}: U E.q4.

k)
0<c<d rational

FE ist eine abzéhlbare Vereinigung.
Zeige: m(E. 4) = 0, also m(E) = 0.
Sei x € E, q: Es existiert ein { < z mit

f(fg = i(x) <
Setze g(x) = f(x) — ¢ - x. Dann gilt:
9(&) <g(x)

und mit dem Hilfssatz (Sunrise-Lemma) folgt dann:
E.q C U(ak, b)) mit g(by) = g(ar) oder
k

c(br, — ag) = f(bx) — f(ar).
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10.8 Das eindimensionale Lebesgue-Integral

Sei nun z € (ag,by), © € E. 4

Es existiert £ > z, € € (a,b) mit: g(x) := f(x) — dz: g(§) > g(z).
Hilfssatz, angewandt auf [ay, by:

= EC,d N (alm bk) - U(akzv bkz) mit g(akz) = g(bke)7
l
d. h. d(by, — ax,) = f(br,) — f(ak,). Setze

= U U(akz’ bk, )-
k ¢

Es ist
1
= Zz(bkl akl E Z (Z f(bk[) - f(akz)>
k 4 k 4
<f(bx)—f(ar)=c(bx—ar)
c
1 Z bk —ak) =q- m(E')
~— k

g<1
mit 2/1 = U(ak,bk).
k
Zusammen: (1) E.q C ¥} und E C ¥,
m(X1) < ¢-m(a}).

Wiederhole (1), angewandt auf die Teilintervalle von 3.
Erhalte X9, ¥ mit E. 4 C 3o,

m(Xg) < q-m(3)
¥, C %y

und damit
m(Ts) < ¢ - m(h).

Allgemein erhélt man mit Induktion 3, ¥/ mit
m(Sa) < g m(Sh)
E{n c En—l
Ec,d - En

Also gilt fiir jedes n
m(Eeq) <m(En) < ¢"-m(Z)
<q"-(b— )<Efurn>n0
Damit ist m(E,4) = 0, also auch m(E) = 0 und A, < ), fast iiberall.

3.) analog zu 2.)

Behauptung 2: Ist f: [a,b] — IR stetig, wachsend, so gilt fiir das L-Integral

b

/ F(2)dz < £(b) — f(a).

a
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10 Das Lebesgue-Integral

Beweis: Setze

fi ist mefsbar.
Es ist fast tiberall

lim fi(2) = /(2).

Also ist f’ meRbar (Setze f =0, wo die Ableitung nicht existiert).

Dann ist
b b 1 b
Og/fk(@davzkj /f(x—f—E) da:/f(x)dm]
:b+1/k b
=k / f(m)d:u—/f(x)dx
la+1/k a
faa—l—l/k f(.T) dr bb—i—l/k f($) d
R

Dabei ist ® eine frithere Aufgabe.

Es gilt also
b

/hwmmeﬂw—ﬂm

Mit dem Lemma von Fatou gilt dann: f € L und
b b

[ F@de <t [ fiw)de = £0) - fa)

a a

10.8.4 Beispiel

(Aufgabenblatt) Zu jeder Nullmenge N C (a,b)
gibt es eine stetige und wachsende Funktion f: [a,b] — IR mit

i f@+h) = f(@)

(0. @]
h—0 h -t

fir x € N.

Konstruktion: Es gibt Intervalle I}, mit

Zm([k) <1, N C U I, fiir alle n
k k=n

f(@) = m(I, N [a,a])
k=1

hat alle Eigenschaften.
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10.8.5 Beispiel einer stetigen, streng wachsenden Funktion mit Ableitung 0

Gesucht ist eine Funktion f: [0,1] — [0,1] mit f'(z) = 0 fast iiberall, f ist stetig, f(0) = 0 und

=1
Konstruiere eine Folge (f,) mit f,: [0,1] — [0,1]. Dabei soll f, auf jedem Teilintervall I}} = [k -
27" (k+1)-27"] linear sein. Fiir n = 0 wird fo(z) = = gesetzt. Konstruiere nun f,. Es ist

n _ rn+1 n+1
Iy = Ly Ul

Setze in k- 27" und (k4 1) -27", den Endpunkten von I}/

fn+1 = fn

Im Mittelpunkt (2k + 1)-27""! (dies ist der rechte Mittelpunkt voon I;Lk‘*' ! bzw. der linke Endpunkt

n+1y
von Iy ) ist

Forr((2k+1) - 27771 = %fn(k? 27" %fn((k‘ +1)-27).

Zwischen diesen Punkten wird f,,+1 linear definiert.
Alle f, sind stetig und streng wachsend.

(a) f(z):= lim f,(x) existiert punktweise und ist schwach wachsend.
n—oo

Da fn(z) < fan1(z) < 1 ist, existiert f(x).
Da f,, monoton ist, ist auch f monoton, aber nicht unbedingt streng monoton.

(b) f ist streng monoton wachsend: Sei 0 < x < y < 1. Wahle k£ und n so, daf

r<k-27"
y>(k+1)-27"

Dann ist

fl@) < flk-27") = fuk - 27" < fu((k+1)271) = f((k+1)27") < f(y).

(c) Sei I} = [an, Bn] geschachtelt, d. h. I} D I,Z:_ll. Dann ist

0 < f(Bnt1) = flontr) (10.4)
_ %f(an) + %f(ﬁn) — f(a,) im linken Intervall (10.5)
f(Bn) — %f(ozn) — % (B,) im rechten Intervall '
_ %(f(ﬁn) — f(ay)) im linken Intervall (106)
%(f(ﬂn) — f(ay,)) im rechten Intervall '
2
< 3(f(Bn) = f(an)). (10.7)

(d) Stetigkeit in = € [0,1]: Sei & € (ap, Bn] U [Bn, ) mit oy = ky - 27", By = (kp +1) - 27" und

Yo = (kn+2)-27"
Sei € > 0: Wahle n so, dak
2 2\"
(@) <
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10 Das Lebesgue-Integral

Setze I = (a, Bn). Seinun y € I:
[f(@) = fW)] < flm) — flan)
= f('Yn) f(ﬂn) + f(ﬁn) - f(an)
2

<2. (g) (F) - FO0)) <.

(e) Nach dem Satz existiert f’ fast iiberall. Zeige nun: f’(z) = 0 dort, wo f’ existiert.

J(Bus) = F(@ns) _ f(Bn) = Flom) (2‘ (1 . ;))

Bnt1 — Qny1 Bn — g 2 6
:f(ﬁn)_f(an)<1il>
/Bn — Qp 3 .

Wenn f/(z) existiert mit « € [ap, 8y, dann ist

n—1
f'(z) = lim M Ind. nlin;o H <1 + 1514:)
k

% By —an SR
mit €, = 1 oder g, = —1. Setze
n—1 1
Pn = H (1 + §£k> und p = nh—>Holop”'
k=0
p existiert genau dann, wenn p = 0 ist. Annahme p > 0:
Dann ist (1+%5n):%—>§:1fﬁrn—>oo.

Damit ist €, — 0 fiir n — co. WIDERSPRUCH! Also ist f’(z) = 0 fast {iberall.

10.8.6 Satz

Seien fi: [a,b] — IR stetig, monoton wachsend und

f@) = nftyfe(x)

k=0

sei konvergent in [a, b].
Dann ist f stetig, wachsend und es ist fast iiberall

f'@) =Y fi(x).
k=0

o0

Beweis: Sei OBdA f,,(a) = 0 (sonst betrachte > (fx(z) — fr(a)). Setze
k=0

k=0

r(z) = Y fulz).

k=n+1
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f ist monoton wachsend (klar).

0 < rp(x) <ry(b) — 0 fiir n — oc.

Also liegt gleichmékige Konvergenz vor und damit ist f stetig.
Sei

E = {z: f'(z) oder eine Ableitung f(z) existiert nicht.

E ist Nullmenge. Sei = € [a,b] \ E. Dann konvergiert die Reihe
[e.9]
> filx),
k=0

®
da s7,(z) < ), () < f'() ist.
Dabei gilt ®, da f = s, + r, und damit f' = s/, + 7, > s ist.
—

>0

Wahle ny, so, dafs
D (F(B) = 50, (1))
_ S——
k=1 o )
konvergiert. Dann konvergiert die Reihe

S (F(@) — 50, ()

k

[y

gleichmafig, da
N— ———

=rn, ()

B
Il
—

konvergiert wie Y s ().
Also ist s;, () — f'(x) fiir k — oo und damit z;,(x) — f'(x), da ((s,(z)) T).

10.8.7 Definition: absolute Stetigkeit

Eine Funktion F': [a,b] — IR heifit absolut stetig, wenn es zu jedem & > 0 ein § > 0 gilt mit:
Sind (ag,bx) C [a,b] fur k = 1,...,n paarweise disjunkt mit

n

> (or —ar) <6,

k=1

dann gilt

n

> P (by) — Flag)| <e.

k=1
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10 Das Lebesgue-Integral

10.8.8 Beispiele und Bemerkungen

(a)
(b)

(c)

Absolut stetige Funktionen sind stetig.

Funktionen der Form
F(x) = /f(t) dt

mit f € L([a,b]) sind absolut stetig.

Absolut stetige Funktionen sind von endlicher Variation, also insbesondere existiert F” fast iiber-
all.

(d) Wenn F absolut stetig ist, bigt es F, Fy, beide wachsend und absolut stetig, mit F' = F; — Fb.
Beweis:
(a) Gilt nach Definition der absoluten Stetigkeit mit n = 1.

(b)

318

Setze
E = J(ax, be).
k
Es ist
m(E) =) (bx — ax) < 6.
Damit ist

by
S 1P (b) — Flag)] < / F(0)]dt
k=1 1o,

1f(t)] dt < <.

I
E— 7

@ gilt wegen der absoluten Stetigkeit des L-Integrals (I0.5.15] auf Seite [291)).

Zu € = 1 existiert ein ¢ mit ... (Definition).
Wéhle n € IN mit I’TT“ <n.
Sei Z Zerlegung von |[a, b]:

(a+j-hya+(G+1)-h)\Z=(ar,a2) U (az,a3)U---U (am,bn)

Z(ak — ak,l) =h<d

k=1

=Y |F(ar) — Flag—1)| < 1.
k=2

Fiir jedes 7 =0,...,n—1 gilt:
=var(F,Z) <n
= VH(F) <n.

In ANALYSIS I wurde gezeigt, dafs sich F', eine Funktion von endlicher Variation, folgendermafien
darstellen lafst:
F(z) = F(a) = p(z) — n(z).
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Dabei ist p die positive und n die negative Variation:
Jr .
= sup{z F(zk—1))": {zo,...,zm} ist Zerlegung von [a, x]}

Zeige: p ist absolut stetig.
Sei ¢ > 0 und dazu d > 0 aus der absoluten Stetigkeit von F'.

Zerlegung {xo, ...,z } von [a,b] mit
p(b) <&+ Y (Flax) — Flag-1)*
k=1
Seien (a1,b1),. .., (as,bs) C [a,b] paarweise disjunkt mit
Z b —ap < 9.
k=1
Es ist

Zk = ((akybk) N Z) U {akvbk’} = {tlgvtlfa s 7tlgk}

und damit:
5 ANA n S
> pbr) —pla ZZ (t5 )" +e
k=1 A k=1 j=1
s g
< DN IF@E) - FEE )| +e.
k=1 j=1
(tk 15 J) sind disjunkt fiir alle j und k,

Z jl Zbk—ak<5

Jk

S

> (p(be) — plag)) < e+e=2e.

k=1

Also ist p absolut stetig.

10.8.9 Hauptsatz

F: [a,b] — IR ist genau dann absolut stetig, wenn fiir das Lebesgue-Integral

a —i—]f(t)dt

mit f € L([a,b]) ist. Es gilt: F'(x) = f(z) fast iiberall.
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10 Das Lebesgue-Integral

Beweis: Sei OBdA F monoton wachsend, bzw. f > 0 iiberall.

+/f(t)dt
mt fe Lund f > 0.

F ist wachsend und absolut stetig (siehe Beispiel (b)).

Zeige noch: F'(x) = f(x) fast tiberall.

Zuerst: f € L, es existiert eine Folge (¢) von Treppenfunktionen mit o5 < ppi1, @ — f fast
iiberall.

Setze

»<=" Sei

Bi(o) = F(@)+ [ eult)dr

Es ist @) (z) = ¢x(X) auker in den Sprungstellen (ANALYSIS I).
Mit ®g(x) = 0 ist dann:

S (@i(a) ~ By () = lim By (x)
k=1
+/f(t) dt = F(z).

Auflerdem ist

T

Dy () — By (x) = /wk() r1(8)) di > 0.

~
monoton a >0
wachsende Funktion

Damit gilt dann:

(P () — Py (2))

&
Mg

F'(x) 3

e
Il
—_

Iz
WE

(or(2) = pr-1(z)) = lim oy

i

I
~
—

IS —
~

=
(=1

»=1 Sei F' absolut stetig und monoton.
F’ existiert fast iiberall und es ist £ > 0.
Es wurde schon gezeigt, dal I integrierbar ist mit

Setze
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h(z) := F(x) — ®(x) ist als Differenz zweier absolut stetiger Funktionen absolut stetig und
monoton wachsen, denn fir a < z <y < b gilt:

Nach dem 1. Teil des Beweises ist
=f'—® = F' — F' =0 fast iiberall.
Zeige noch, daft h konstant ist. Setze
N = {z: h/(z) existiert oder ist groRer als 0}.

N ist Nullmenge. Sei ¢ > 0. Dazu gehore aus der absoluten Stetigkeit von h ein § > 0. Dann
existieren (o, 3,) mit

N < J(aw,8,)

und

> By —ay <6

Fiir n € IN gilt (mit der absoluten Stetigkeit von h):

Zﬁ,,—a,,<5:>2hﬁ,,— )
Fiir n — oo gilt:
Zh 5V - l/ =
Daraus folgt:
m<h<anﬁu>><Zhﬁu_ V >

Sei z € (a,b) \ N = E. Dann existiert ein £ > x mit

hE) —

©—hx) __

E—zx
da h/(x) = 0 ist. Also existiert ein & > z mit
h(€) —e-&>h(z) —e-x.

Nach dem Sunrise-Lemma gilt dann:

E = J(ax, br)

k
h(ax) — € - ap = h(by) — € - by,

h(bk) — h(ak) = (bp —ag)
([ab])c{ab}UU h(By)) UU
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10 Das Lebesgue-Integral

und

m(h(la, b)) < S h(B,) — hlaw) + S h(b — hay)

k
=¢-(bp—ay)

<e+e(b—a).

Also ist m(h([a,b])) = 0 = m([h(a), h(b)]).
Also ist h(a) = h(b), d. h. h ist konstant (h ist monoton wachsend).

10.8.10 Folgerungen aus dem Hauptsatz

Folgerung 1:

Folgerung 2:

Beweis:

Folgerung 1:

Folgerung 2:
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Absolut stetige Funktionen sind nullmengentreu, d. h.

m(N)=0 = m(F(N))=0.

Ist F stetig und von endlicher Variation auf [a, b], so ist F' = ®+ G mit absolut stetigem
® und G von endlicher Variation mit G’ = 0 fast {iberall.

Als Aufgabe:
m(F(N)) < / |F'(z)| dz = 0.
N

(Beweis des Hauptsatzes)
F’ existiert fast iiberall, F’ € L([a,b]) und

ist absolut stetig.
G := F — ® ist von endlicher Variation und G/ = F' — &' = ( fast iiberall.



11 Vektoranalysi

11.1 Der GauRsche Integralsatz im IR?

11.1.1 Definition: Normalbereich

Ein y-Normalbereich B C IR? ist eine Menge
B={(my):a<z<b o) <y <)}
wobei ¢ und 1 stiickweise C'! sind, sowie ¢(x) < (x) in (a,b) ist. 9B wird als geschlossene Kurve
Nt M

aufgefafst. Dabei ist

Y1

V3

FAREIE
i () o) <t <w0)
(4n) o<t=

(

Y4

11.1.2 Integralsatz von Gaul}

Sei B ein xy-Normalbereich, u,v: B — IR seien stetig und u,, v, seien stetig und beschrankt in BO.
Dann gilt:

/(ux—i-vy)d(m,y) = /udy—vda:

0B

Sy

Beweis
b [ ¥(x)

[oden=[| [ oy a- /b o(, () dz — /b o(@, p(x)) do

B a  \p(z)
b

b
- /v(t,¢(t))dt—/v(t,w(t))dt

a

:—/v(x,y)dx—/v(fcay)dx

—73 71

Wersion 4.8 vom 19. Dezember 2002
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11 Vektoranalysis

Auferdem ist

¥(b)
/v(m,y)da: = / v(b,t)-0dt =0= /v(x,y)dm =0.
72 (b) Y4
Zusammen gilt also:
/vy d(z,y) = / —vdx.
B oB
Genauso wird gezeigt, dafs
/uzd(:p,y) :/udy
B aB

ist.v’

11.1.3 Bemerkungen

(a) Der Satz von Gauk gilt fiir Normalbereiche B = B; U By U - - - U By, mit zy-Normalbereichen B},
wobei B? N BY =0 fiir j # k ist.

(b) Sei f = (Z) ein Vektorfeld. Dann heift

div f = uy + vy
Divergenz von f.

(c) OB sei parametrisiert nach der Bogenlénge:

<§> _ (igi;) , 0<s<L(0B) = Léange von 0B

Es ist dabei

(aufer fir endlich viele s).
Der Tangentialvektor von 0B an der Stelle sq ist

(o)

An dieser Stelle gilt fiir den Normalenvektor v:

= () =

Damit ist dann:
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(d) Divergenzsatz (Zusammenfassung von (b) und (c)):

/divfd(x,y):/y-fds

B 0B

11.1.4 Folgerung: Flache eines Normalbereiches

Ein Normalbereich hat das MaR

1
m(B):/xdy:—/yd:nzi/:ndy—ydzn

Beweis: Wahle

f= (g) oder <2> oder % (m)
Fiir alle diese Funktionen ist
div f = 1.
Deshalb ist
m(B) = /ld(:c,y) /xdy =
B 0B

11.1.5 Beispiel: Flache einer Ellipse

Zu berechnen sei die Flache einer Ellipse

Fiir den Rand der Ellipse gilt:

2
T 2,2
;—I—y b =1
Setze fur 0 <t <27
T = acost
y = bsint.

Es ist dann

m(B) = [ 5(edy—ydo)
0B
27

1
= E/acost ~bcost — bsint - a(—sint) dt

o

27
:—/a~bdt
0

N —
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11 Vektoranalysis

0 € R?

Abbildung 11.1: Sektor im IR? zur Verdeutlichung der Leibnizschen Sektorformel

11.1.6 Leibnizsche Sektorformel
Sei S ein Sektor, der von einem C!-Jordanbogen vy begrenzt wird (siehe Abbildung TLT)) Es ist dann:

1
m(S) = 5/:Udy—yd:v

~

Beweis: falls S Normalbereich:
9S8 =0a + v + b0

<:c> = <a1t>’ mit 0 <t<1unda= <a1>.
Y ast a2

rdy —ydr = artag dt — asta; dt = 0dt

:>m(S):/%(xdy—ydm):/%(mdy—ydx)
oB gl

Fiir die Strecke Oa gilt

Damit ist dann:

11.1.7 Beispiel zu GauB

Sei D C IR? ein Gebiet und seien u,v € C*(D).
Zusatzlich sollen die Cauchy-Riemann-Gleichungen gelten:

Uy — vy und  uy = —v,
= Uy — vy =0

Sei nun B € D Normalbereich.
Dann folgt mit Gaufs fiir « und —uv:

0:/(u$—vy)d(m,y):/udy—i-vda:

0B
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11.1 Der Gaufsche Integralsatz im IR?

und fiir v und u:
0= /(vx—l—uy)d(az,y) = /vdy—ud:n
0B
Setze nun z = x + iy und
f(z) =ulz,y) +i-v(z,y).

f heift differenzierbar in z, wenn fiir h € C

lim f(Z'f'h})L — f(2) —. f/(Z)

h—0

existiert.
f heilst holomorph, wenn f im gesamten Definitionsbereich differenzierbar ist. f diffbar = Cauchy-
Riemann gilt (Aufgabe). Beschreibe den Rand von B mit

o ()= (c). o

2= () +i-9()

Komplex ist dann:

/f(z) dz = /(u i)@' + i) dt
0B

0B

b b
:/(ugol—m//) dt—}—i/(uw'—f—vgo') dt
:/udx—vdy+i/udy+vdx:0

OB OB

(Cauchy’scher Integralsatz)

11.1.8 Die Greenschen Formeln

Sei D C IR? ein Gebiet, B C D ein Normalbereich und u,v: D — IR. Dann gelten
1. (u € CYD), v e C*D))

/ (usv + (grad w) - (grad v)) d(z, y) = / u% ds
B OB

2. (u,v € C*(D))
B/(um _ vAu)d(z, y) :aé @% - v%) ds

mit dem Laplace-Operator A:
AU 1= Uy + Uy

und v, der dufseren Normalen von 0B.
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11 Vektoranalysis

Beweis

1. Setze

Dann ist

div f = (uvg)s + (Uvy)y = UgVp + Wzp + UyVy + Uy,
= ul\v + (grad u) - (grad v)

Mit v = <V1> gilt dann:
)

fv=u(vg-v1+vy- 1)

=u-(gradv) - v

=u- %(Richtungsableitung)
v

Gauftschen Satz anwenden:v’

2. Folgt aus 1.: v und v vertauschen, dann beide Integrale voneinander abziehen.

11.1.9 Definition: harmonisch, Potentialfunktion

u € C%(D) heikt harmonisch oder Potentialfunktion, wenn Au = 0 in D.

11.1.10 Gaulsche Mittelwertformel

Sei w harmonisch in D, (zg,yo) € D. Dann gilt
27T

1
u(o, yo) = o /u(xo +rcosf,yo + rsind) df

0

fiir 0 < r < ro(xo, yo)-

Beweis: Sei OBdA (z9,0) = (0,0):
2. Greensche Formel fir v = 1:

Setze B = K(0,r): Dann ist

Fiir den Normalenvektor gilt:
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11.1 Der Gaufsche Integralsatz im IR?

Mit ds = r df gilt dann:

27
O:/(ux-cosﬁ—kuy-sine) |ty (7 cos B, rsin 6)

0
2

0:/§u(rc089,rsin0)d9

r
0

2

= %/u(rcos@,rsin@) de
0

2T
= /u(rcos&,rsin@) df = const fiir 0 < r < rg
0

Fiir r — 0 geht das Integral gegen u(0,0) - 27.

11.1.11 Minimum- Maximum-Prinzip

Ist u stetig in D und harmonisch in D, so ist u konstant oder

inu < < fii €D.
min u u(z,y) max v fiir (z,y)

Beweis: Fiir max. (Fiir min betrachte —u): Setze

M =maxu
D

A={(z,y) € D: u(z,y) = M}
B=D—-A={(z,y) € D: u(z,y) < M}

B ist offen, da u stetig ist.
Sei nun (zg,yp) € A:

M = u(xo,y0)

21
1
= Q—/U(xo—l-rcose,yo—i—rsin@ df fir 0 <r <rg
7r TV
0 <M

<M

Da w stetig ist, gilt fir 0 < 0 <27, 0 < r < ry:

u(xg + rcosf,yo + rsinf) = M.
Das heift, dak K ((zo,y0),70) C A, A offen.
Da AN B = und D zusammenhingend, folgt:

= 1. Alternative: A=(, B=D:u < M in D.
= 2. Alternative: B=0, A= D: u= M in D.
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11 Vektoranalysis

11.2 Flichen im R?

11.2.1 Definition: Vektorprodukt

Fiir a,b € IR,
al bl
a=\|a |, b= bQ
as bg
heif’t
agb3 — agbg
axb= a3b1 — albg
albl — agbl
Vektorprodukt oder Kreuzprodukt.
Mit den Einheitsvektoren e!, e? und e? ist
axb—|® b2l 1_ja b 24| ™ bi| 3
as bs as b3 az bo '
Symbolisch geschrieben:
61 al b1
axb= 62 ag b2
63 as bg
11.2.2 Bemerkungen/Regeln
Seien a,b,c € R?, \, u € IR.
(a) axb=—-bxa.
(b) (Aa+ ub) x c=Aa x ¢) 4+ u(b x ¢).
(¢) ax (bxc)=(a-c)b—(a-b)e.
(d)
al bl C1
(axb)-c=lay by co| =det(a,b,c).
as bg C3

() axb=0 <= a,b sind linear abhéngig.
(f) a x b ist orthogonal zu a und b, also auch zu

E={Xa+ub: \,peR}.

(g) Seien a und b linear unabhéngig und
P={Xa+pub:0< X\ pu<1}
das von a und b aufgespannte Parallelotop. Dann ist

det(a, b, a x b) =3-dimensionales Volumen von
{da+pb+v(iaxb):0< A\ puv<1}

=Fliiche von P = ||la x b||*.
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11.2 Flichen im IR3
Damit ist
det(a,b,a x b) = (a x b) - (a x b) = ||a x b||?

und
Flache von P = |ja x b||

11.2.3 Def.: Parameterdarstellung eines Flachenstiicks

Sei D C IR? ein beschrinktes Gebiet, ®: D — IR? heifit Parameterdarstellung des Flachenstiicks
®(D), wenn gilt:

1) @ ist stetig differenzierbar, rg ®' = 2 {iberall,
2) ® ist injektiv.

Die Ebene durch den Punkt ®(u,v),

= ®(u,v) + APy (u,v) + pu®y(u,v): \,u € R

ISR

heifst Tangentialebene im Punkt ®(u,v).

b, x D,
V= —
[ @y X Dy

ist der Normalenvektor an ®(D). v steht senkrecht auf der Tangentialebene.

11.2.4 Explizite Fliche

»2 = p(x,y)% Sei p € CY(D), ¢: D — IR.

Setze
U
D(u,v) = v
Es ist dann
1 0
=10 1], rgd =2,
Pu  Po
1 0 —Pu
P, xP, =10 | x| 1]=1]—-v
Pu Pu 1
und
1 —Pu
V=—F—m—=-"%v

V31ten+e3 1
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11 Vektoranalysis
11.2.5 Mantelflache

~ sei ein ebener Jordanbogen mit

ist injektiv, ¢, v € C*([a,b)]).
Seien «, B: (a,b) — R, C!, a < 3.
Wihle

D={(s,t):a<s<b, a(s) <t<p(s)}

und die Parameterdarstellung

mit

11.2.6 Rotationsflache

»r = r(x) Sei r: (a,b) — (0,00) stetig differenzierbar. Rotiere den Graphen von r um die z-Achse.

Wahle
D={(t0:a<t<b 0<6<2r} CRA.

Dann ist
t
O(t,0) = | r(t)cosd
r(t) sin 6
die Parameterdarstellung einer Rotationsfliche mit
1 0 r(t) - r'(t)
Dy x Dy = | r'(t)cosh | x | —r(t)sinf | = | —r(t)cosb
r'(t) sin 6 r(t) cos 0 —r(t)siné

11.2.7 Satz

Stellen ®: D — IR? und ¥: G — IR? dasselbe Flichenstiick F = ®(D) = ¥(G) dar, dann gibt es
einen Diffeomorphismus h: D — G (h injektiv, C' und h~! ebenfalls injektiv und C'') mit ® = o h.
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Beweis: Definiere h = ! o U. Zeige: h € C.
Es ist rg ¥/ = 2. Sei (so,tp) € G: Dann gilt z. B.

LT
det & % 75 0 in (So,to).
ot ot

Setze
= (P = (I

W hat Umkehrfunktion in einer Umgebung von ¥(sq, o) = (ug,vo).

T st 1 (Satz tiber die Umkehrfunktion bei mehreren Verénderlichen).
T ' o ist C! in einer Umgebung von (ug, vo).

Es gilt: h = T o3 in Umgebung von (ug, vp).

Es ist ® = ¥ o h nach Definition.

<I>1zkllloh = = ___1 —
<I>2:\IJQOh}(I)_\I]Oh’h_\I] od
@3:\1130}1

Dasselbe fiir ™' = &1 o ¥, also ist auch A~ ! in C1.

11.2.8 Zusatz

Es gilt:
O, x Dy = (Vg x Uy)oh-deth'.

Beweis: Esist ® = o h.
Damit ist ® = U/ o h - h'. Setze

und
B — C11 C12
C21 C22
Dabei sei
ai
a=\|as |,
as
Damit ist

a = cric+ cad

b = ciac + c22d
Daraus folgt dann:

P, xP,=axb= 611622(0 X d) + 621612(d X C)

€11 C12

X d
21 €22 (e )

= (c11022 — e21012)(c X d) =

11.2 Flichen im IR3
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11 Vektoranalysis

11.2.9 Definition: Flachenintegral, Oberflache

Ist F ein Fliachenstiick und f: F — IR stetig, so heifst

/fdo = /f(@(u,v))”@u X Dyl d(u,v)
F D

Oberflichenintegral von f iiber F, und

/dO: /chu « By | d(u, v)
D

]:

die Oberfliche von F (Flacheninhalt).

11.2.10 Satz

Die Definition von
/ fdo
f

ist unabhéngig von der Parameterdarstellung .

Beweis: Seien ¢: D — F und ¥V: G — F zwei Darstellungen von F. Es ist dann ¢ = ¥ o h und
D, x &, = (Vs x Uy)oh-deth.

Damit ist
| Py, X @yl = |[(Ps x Wy) o Al - |det h’]

und mit der Transformationsformel gilt:

/ F(®(u, )|y X By d(us,v)
D

/f(‘l’(h(uvv))) 1P x By) 0 h(u, )| - |det b (u, v)] d(u, v)
D

/ FOU(s, )]s x Wy d(s, )

G

11.2.11 Beispiele

Explizite Fliche: Sei z = p(z,y), ¢ € C*(D). Dann ist

[ rdo= [ 1w oo )1+ (oulo ) + (6 fe,)? day)
D

F

Konkret: Oberflache der nordlichen Halbkugel: Setze

z2=1/1— a2 — 4?2
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11.2 Flichen im IR3

fir

(x,y)ED:{(x,y)EIRQ: 22 +y? < 1}.

Damit gilt dann:

ZE2 + y 1
Oberfliiche = / \/1 R —;) 122 _ d(%?/) = \/TTgﬂ d(z,y)
D
Polarkoordinaten: 1 27
= T =rcost :// ! rdf dr
y =rsint 0 V1i—r2

Rotationsflache: r = r(x):

b 27

/fdo—//ftr t) cos,r(t)sinf)r \/7d0dt

Mantelflache:
B(s)

b
[rao= [ [ 1), v.0Va+ @TEP+ @R drds
F a ofs)

z. B. Torus:

AW
N

Darstellung der Kreislinie: (z — R)% + 22 =72, y = 0.
Polarkoordinaten der Kreislinie:

xr =R+ rcosf
y=0
z=rsinf

Darstellung des Torus:

x (R4 rcosf) - cosp
(0, ) = (y) = ((R—i—rcosG) -sincp)

rsin6
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11 Vektoranalysis

mit 0 < p < 27 und 0 < 6 < 27. Dann ist

—rsinf - cosg (R4 rcosf)(—singp)
Py x D, = [ —rsinf-singp | x | (R+rcosf)(cosy)
r cos 6 0

—r(R+ rcosf)cosf - cosp
= | r(R+rcosf)cosf-sinyp
r(R+rcosf)sing - (—1)

|®g x Pyl =7r(R+1rcosf) -1

Fiir die Oberflache gilt dann:

21 21

Oberfliche = //r(R + rcosf)df dy
0 0
2T
=27 |2r-r-R+ r/cos&d& = (2w R)(27r)
0

11.2.12 Bemerkungen

(a)

F/fdo

(b) Sei F ein Flachenstiick, ®: D — F, v = II$Z§22H'

)7,

heiftt auch nichtorientiertes Fldchenintegral.

g: F — IR3 sei Vektorfeld mit g = (g1, g2, g3

/g~udo
F

ist wohldefiniert und ist das orientierte Flachenintegral.
Sei jetzt U: G — F eine zweite Darstellung der Flache mit ® = Vo h, h: D — G ist Diffeomor-
phismus und es gilt

D, X Py = (Vs x Uy)og-deth

o, x P, U, x U, det b’

[[@u x @yl || Ws x Ty |det A/|

——
=-+1 oder —1 iiberall

Das heifit, dals das Vorzeichen von v von @ abhéngt.

(c) Sind Fi,...,Fy, Flachenstiicke mit F; N Fy, = 0 fiir j # k, so setzt man

/ fdo::zm:/fdo.

F1U--UFm jzlfj
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11.3 Integralsiitze (Gaus, Stokes) im TR3
11.3 Integralsitze (GauR, Stokes) im R?

11.3.1 Definition/Motivation

Ein z-Normalbereich B C IR? ist eine Menge der Form

B ={(z,y,2): p(z,y) < z <¢(z,y), (z,y) € D}

mit einem Gebiet D C IR?, das von einer stiickweise C''-Kurve berandet ist und mit stetig differen-
zierbaren ¢,1: D — R, ¢(z,y) < ¥ (x,y) in D und ¢, stetig in D.

Der Rand 0B wird aufgefafst als Vereinigung von drei Fléchenstiicken: dem Manten, dem Boden und
dem Deckel.

Der Mantel M ist

M ={(z,y,2): (z,y) € 0D, p(z,y) < z <¢(z,y)}.

Die Normale v am Mantel ist

Der Boden F,, ist
Fu = {(Ib,y,gﬁ(x,y)) ($7y) € D}

Die Normale v am Boden ist

V= py(z,y)
VIteit+er \ -1

Fo = {(xvyaw(xvy)): (.%',y) € D}

Der Deckel F, ist

Die Normale v am Boden ist

1 —¢z(ac,y)
z,Yy)

———— | psiy
\/ 1+ 92+ o2 1

Sei nun w: B — IR stetig, w, stetig in B und beschrinkt. Dann ist

—~

UV =

Y(zy)
/wz(x,y,z)d(x,y,z):/ / wydz | d(x,y)
B e(z,y)
— [wop v dey) - [y el day)

D

w(z,y, p(x,y))-vs-\/1+ Y2 +P2d(x,y)
D
:/w-ugd0+/w-z/3do+/w~y3do

F, F, M
N——
=0, da v3=0

O—8 O~ ©
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11 Vektoranalysis

= /w -v3do (Nach Definition)
oB

11.3.2 Integralsatz von GauR im IR?

/divfd(x,y,z) = /f-zxdo
0B

B

Dabei gilt:
B C IR? ist ein zyz-Normalbereich,
U
f = v | ist ein C'-Vektorfeld in B, stetig auf B,
w
Uy, Vy, W, seien beschrénkt,
0B wird als Vereinigung von Flédchen aufgefafst, v =Normale zur Fléiche 0B und

div f = uz + vy + w;
Beweis: V', siche oben, fasse fiir alle drei Richtungen zusammen.

11.3.3 Bemerkung

1) Die Greenschen Formeln (siehe [T.T.8 auf der Seite B27)) gelten auch hier
(mit Au = Ugy + Uyy + Uzz).

2) Der Gaufsche Satz gilt fiir Normalbereiche, d.h. endliche disjunkte Vereinigung von zyz-Normal-
bereichen.

11.3.4 Bezeichnungen der Vektoranalysis

Der Nablaoperator:

Es ist

Der Laplaceoperator:

0? 0? 0?
A= (W*a?*@)

v () e (8 ()

., Oft 0fy Ofs
divf = ox * y * 0z

Formal gilt:

Die Divergenz von f:
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11.3 Integralsiitze (Gaus, Stokes) im TR3

Die Rotation von f:

ot f— (2B 08 Oh 0 9f Oh
0 0z 0z Ox’ dx Oy
Es ist
rot f=V x f
11.3.5 Regeln

Sei u eine skalare Funktion, f ein Vektorfeld, definiert in D C IR?. Dann ist
L. rot(uf) = urot f + (Vu) x f fiir u, f € CL.
2. rotgradu = 0 fiir u € C?.
3. divrot f = 0 fiir f € C?.

11.3.6 Satz: Lemma von Poincaré

Im Lemma von Poincaré ([L5.6 auf Seite R54) wurde gezeigt:
Im Sterngebiet D C IR? besitzt ein C''-Vektorfeld genau dann eine Stammfunktion, wenn rot f = 0
ist.

11.3.7 Integralsatz von Stokes im IR?

Es ist

/(rotf)-udo: /de+Qdy+Rdz.
F oF

Dabei ist:

1. D C IR? Gebiet, ®: D — IR?, zweimal stetig differenzierbar, injektiv, rg ® = 2
2. B C D, B Normalbereich

3. F = ®(B) Flache

4. OF := ®(0B) Kurve im R3

P
5. f = | Q| ist C'-Vektorfeld in einer offenen Menge U D F U O.F.
R

Beweis: Sei 0B parametrisiert nach der Bogenlénge:

u = (s) N
0 < s < Linge von 0B =1L
v=d@) TS

® habe die Koordinaten X, Y und Z:

p(u,v) := P(®(u,v)) = P(X(u,v),Y (u,v), Z(u,v)

339



11 Vektoranalysis

Damit gilt fir 0F:

Daraus folgt dann:

(mit ®: Gauk im R?).
Nach dem Satz von H. A. Schwarz gilt:

(PXo)u — (PXu)v = PuXy — P Xy
Fiir den Gradienten von p gilt:

pu:PmXu+PyYu+PzZu
pv:Pva+Pva+PzZv

Damit gilt dann:

(PXo)u — (PXu)o = PuXo — PoXu
=P X, X, - P.X, X, + P2, X, — P.Z, X,

_ Yo Xu Zy Xu
=)o ()

Zusammen gilt dann fiir das Integral:

/Pd:l;:

F

((PX0)u — (pXu)v) d(u,v)
n(w %) (2 %)

(—Pyv3 + P.io)do

2

M W W

Gilt das ,,7?
Sei
, “1 ®, x B,
= VQ e EEEE———
Vs [ @y X @y
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11.4 Differentialformen
Damit ist dann

/(—Py ‘v3+ P, w)do= [ (=P, -v3+ P, 1) [Py x Oy d(u,v)
f

(=P, - (By x By)3 + Pu(Py x By)2) d(u, v)

W W

Fir &, x &, gilt:

el X, X,
P, x P, =2 Y, Y,
e Zy Zy,
_ Yu Yv 1 Xu v| 2 Xu Xv 3
ﬁ% Z,|° buzve+n Y,
Vo V3
d. h.: Das ;7 gilt, wenn
X
D, x Pl - (—13) = | % Y
[0 x @l (-vg) = |7 "
und
_ w Xy
| Dy X Dyl| - 2 = Z, X,

Dies ist erfiillt. v/
Zusammen gilt dann:

/Pd:v = /(—Pyug + P,v5) do

oF F
/Q@Z/F@m+%mﬂo
oF F

/Rdz = /(—RxVQ + Ryvl) do.
oF F

Addition liefert:

/Pd$+Qdy+RdZ:/V1(Ry—Qz)+V2(PZ—Rx)+V3(Qx—Py)dO
oF F

:/V~rotfd0

F

11.4 Differentialformen

In diesem Abschnitt gilt immer: U C IR" offen. Alle Funktionen U — IR sind wenigstens stetig, bzw.
aus C™.

341



11 Vektoranalysis

11.4.1 Definition: multilinear, alternierend, p-Form

Eine stetige Funktion w: U x R™ x --- x IR" heifst p-Form (0 < p < n), wenn sie multilinear und
—_

p-mal
alternierend ist.

Sei w(z,ht,h?,... hP) mit b1 ... WP € R", 2 € U.

Dann heiftt multilinear:
w(z,...,aht + K, ... .W") =a-w(z,...,ht,.. )+ 5 (z,...,K,...)

und alternierend:

W h B ) = —w(o AR L) il d £

11.4.2 Beispiele

(a) p=0: Dann ist w: U — IR stetige Funktion.

(b) p=1:
w(z,h) =w (a:, ZhV . e”) =Y w(z,e)h,
v=1 v=1
(Linearform)
(c) p=2:
w(z,h,k) =Y w(x, e’ k)h, = Z w(x,e”, e hyhy,
v=1 p,v=1
(quadratische Form)
(w(z,e”,et))]; =1 ist schiefsymmetrisch:
w(z, e’ e!) = —w(x, e, e”)
(d) p=m
hi hi hy
w(x, bty ) =a(z)|
hy,  hi, hy;
11.4.3 Grundformen
Fiir d1,...,4, € {1,...,n} heifit
hi, hf
hi, h,
w(h,.. . hP) = ,
LR

Grundform. Sie wird bezeichnet mit

dzi, Ndxig A Adai (hY, ... BP) = w(h!,. .. hP)
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11.4 Differentialformen

11.4.4 Beispiel
(b) p=1:
w(z, h) = Zw(x,e”) dx,(h)
Vzl\“/—/
ay ()
(c) p=2
w(x,h, k) = Z w(z, e, e!) dx, Ndx,
},Ll/:l%’—/
’ avp(2)
(d) p=mn

w=a(x)dxy Ndxy A --- Ndxy,

11.4.5 Darstellungssatz

Jede p-Form laft sich darstellen als

(%) w= Z @iy, (x) dziy Ndxiy N - Ndxg, = Z biy i, (x) dziy N --- N day,

11,...0p 11 <t <--<ip
Beweis: in[IT.4.7

11.4.6 Beispiele im IR?

Im R? = n=3.
p=1
a1 dzry + as dro + ag dzs

p=2
a11 dx1 A dxy +ara dxy A dzo + a1z dax1 A dxs
——_———
=0
+ a9 dxo A dx1 + aso dxro A drg +ass dxro N dxg
2

=0
+ ag1 dxs A dxy + azo drg A dxs + agzdrs ANdrs=10
—_

= (a12 — a21) dri N\ dxo + (043 — a31) dri N dxsg + (a23 — a32) dro N dxs
adzry N dxs A dxs
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11 Vektoranalysis

11.4.7 Beweis des Darstellungssatzes (11.4.5])

n n n n
1 _ 1 i1 P _ 21 P 1
w(z,h'y...,hP)=w .Z‘,E h; e ,...,E hipep —E wl|xe ,...,g hipe” h;,
i1=1 ip=1 i1=1 ip=1
n
_ i1 02 i 1 p
= E w(x, e e ,...,ep)hil...hip
i1ynyip=1
n
— % i 1 p
= g Wiy i (T) dTiy N - Ndai (€. eP)hy, o by
i1yenyip=1
n
1
= E iy, (2) dwgy A= Ndz, (b, ..., hP)
i1,..50p=1

ordnen:

= Z bil...ip d.fCil A A d.fCip

11 <o <--<ip

11.4.8 Definition: Ableitung von p-Formen

Eine p-Form (x) heifit k-mal stetig differenzierbar, wenn alle a;,. ;, € C*(U) sind. Fiir p = 0, w = a(x)
heift

", da
dw := Z 0z, dz,
v=1

dufsere Ableitung von w,
und fiir p > 1,
w=a(z)dry N--- Ndz;,

ist

dw = Z (dag,..i,) Ndxgy N+ Ndx;, = Z 68; (x) dxy Ndzgy A--- N dag,.
v=1 v

i1yeip

dw ist eine (p + 1)-Form.

11.4.9 Multiplikation von Formen
driy N--- Ndxg, A (dxj, A--- Ndxj,) = dxy A ANdxg, Adxj A--- Adxj,

Damit ist auch fir p-Form w und ¢-Form o (dw) A (do) erklart.

11.4.10 Regeln zur Differenzierung von Formen

(1) Seien w; und wy p-Formen:
d(wy + wa) = dwy + dwy
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11.4 Differentialformen

(2) Sei a eine 0-Form und w eine p-Form:

d(aw) = (da) N w + a(dw)

(3) Sei wy eine p-Form und ws eine g-Form:

d(w1 A wg) = (dwl) N wo + (—1)pw1 A d(wg)

Beweis: Aufgabe

11.4.11 Beispiele

(a) p=0:
w(z) = a(x)
da(h) = Zn: Oa dz,(h) = Zn: ﬁhl, = (grada) - h
Vzlﬁx,, V_lazn,,
(b) a(z) ==,
da = dx,
(c)
w= ardras N---Ndz,
—agdxy Ndxg N\ --- Ndxy, + - -
+ (—1)"+1an dri A -+ ANdxp—1
dw—i aaldaz drag AN---Ndxy — -+ -+
—V:1 8:1:,, v 2 n
:%dxl/\~--/\dxn+%dxlA---/\danr---
0x1 O
:<g—zi+---+g—z) dry A - Ndxy = (diva) - dzy A -+ Adxy,
a1
mit a = |
Qnp
(d) n=3

w = ay dxy + as dxo + a3 dxs
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11 Vektoranalysis

dw = @d:vl A dxq —1—8— dzo N dx1 + 8_de A dzy
ox1 Oxs Ox3
\—,_/
=0
+ %dxl ANdxro + — Oay dl’g/\d%’Q —l—a—dl'g/\de
ox1 Oxs Ors
%,_/
=0

+6—d$1/\d$3+ a—d$2/\d$3+ a—dﬂ?g/\d%g
0 0x9 0xo

T
=0
dag  Oao
= (&8 _ 22 g ad
(83:2 83:3) 2 A 3
8@1 8@3
8&2 8&1
992 M) dr A d
+ <8l‘1 81‘2) xl/\ 2
fm;nal( ota) - (dxg A dxs, dxs A dzy, dzy A dzg)

11.4.12 Satz

Fiir jede C?-Form w gilt:
d(dw) =

Beweis: In zwei Abschnitten:
1.) fir p =0,
2.) furp> 1.

zu 1.) Sei p =0, w=a(z):

= (8550 ) - £ (5 e

= Z Pa — Fa dx, N dx
- 0x,0x, Ox,0x, . v

1<p<v<n

=0 (H. A. Schwarz)

zu 2.)
w=a(x)dxy N--- Ndxp, = ao

dw 2 (da) N o+ a(do)
=0

d(dw) 2 d(da) Ao + (1) da A (do) = d(da) =

denn es gilt
do=d(x1 AN--- Ndxp) = (di) Ndxy A+ ANdxp =0
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11.4.13 Bemerkungen

(a) d(da) =0 <= Satz von Schwarz.
(b) Sei u eine C''-Funktion, n = 3:

ou ou U
=—d —d —dxg =d
v 81‘1 x1+ 8.1?2 ﬂjg—f— 8953 3 b

dw = d(du) =0 <= rot(gradu) =0

w = a1 dx1 + as dxo + ag dxs
dw = (rota) - (dza A dxs, dexs A dzy, dxy A dzo)
0 = d(dw) = (div(rot a)) dz1 A dxa A dxs
= divrota =0

11.4.14 Definition: Stammform, geschlossen

11.4 Differentialformen

(a) Eine p-Form w heifst exakt, wenn es eine (p—1)-Form « gibt mit daw = w. a heift dann Stammform.

(b) Eine stetig differenzierbare p-Form w heifst geschlossen, wenn dw = 0 ist.

11.4.15 Beispiele/Bemerkungen

(1) Ist w exakt und C?, so ist w geschlossen.
Beweis:

w=da = dw=d(da)=0

(2) Sei w geschlossene 1-Form, U ein Sterngebiet und w € C!. Dann ist w exakt.

Beweis: Sei
w=a1dx1 +asdxy + -+ a, dz,

mit ay,...,a, € C1(U).

w geschlossen:
Z Oda,  Oay
:>dw:0: <8$V — 8xu> dl’u/\dl’y

1<p<v<n
also
da,  Oay,
Ox, Oz,

Daraus folgt (Analysis II):

(a1,...,an) = grad(u)
mit u € C?(U).
U: Nullform:

du:zn:\@y/da:,,:w

v=1 ay
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11 Vektoranalysis

(3)
—y

SRl

w dy

x
2 + y2
ist geschlossen (Aufgabe).

wist in U = IR?\ {(0,0)} nicht exakt, sonst wire

—y x
C
fiir jede geschlossene Kurve C' C IR?\ {(0,0)}.

(4) Wenn w nicht geschlossen ist, aber M (x)w geschlossen ist, dann heifst M integrierender Faktor.
p = 1: Sei

w=ardx1+ -+ apdr,
Mw=Maydz1+---+ Ma, dz,

Sei nun Mw geschlossen:

d(Ma,) O0(May,)

Oz, Oz,
da Oa
X, M—t =M, a, + M—=
— Xz a,+ oz, L Ov + oz,

fir pv=1,...,n, u <.
Dies ist ein System partieller Differentialgleichungen 1. Ordnung.
n = 2: Sei w = adx + bdy:
Muw ist geschlossen <= (Ma), = (Mb),
<= Mya + Ma, = Myb+ Mb,
< aMy — bM, = (by —ay)M (%)
mit M = M(z,y).
konkret: Sei
— Ty 2 _xy
w=(24+zy)e™ dxr+ z“e" dy
=:a =:b

Dann ist

ay = ve"Y + (2 + zy)ze™ = 3z + 22ye™

by = 2ze™ + x?ye™V
Es ist also a, # b;. Gesucht ist nun ein integrierender Faktor M = M (xz,y). Aus (x) folgt die
Bedingung fiir M:

(2 + 2y)e™ M, — 2™ M, = —ze™M
Ansatz: Der Multiplikator M ist hier von x abhéngig:
1
M, =-M
x

FEine Losung ist M = x:

tw = (22 + y?y)e™ do + 23e™ dy = d(z2e™)

ist exakt, also auch geschlossen.
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11.4 Differentialformen

11.4.16 Definition

Sei p > 1 und

P
Oiyig..ip ‘= Z(—I)V_lxiyd.%'il A ANdxg, A A d.%'z'p
V=
(c?a;; bedeutet: dx;, ist auszulassen). oy,4,. i, ist eine (p — 1)-Form. Ist

Z Gy . lp x)dxiy A A dx;,

i1...0p
mit Koeffizienten a;,. ;, im Sterngebiet U bzgl. 0 definiert, dann setzt man

1
Iw:= Z /tp_lailmip(tx) dt| - oi..i,-

irdp |

11.4.17 Bemerkung

Ist w geschlossen, dann ist Iw eine Stammform.

Beweis:
a=Iw
do=w—1(dw)=w
=0

11.4.18 Hilfssatz

Sei w eine p-Form, stetig differenzierbar im sternférmigen Gebiet U C IR™. Dann gilt

I{dw) 4+ d(Iw) = w.

Beweis: Hier OBdA fiir w = a(z) dz1 A -+ - Adxp.
Fir dieses w ist

" da
dwzzaxydm,,/\dxl/\w-/\da:p

eine (p + 1)-Form.
Es ist

1
I(dw)zz /t( (p+1)— 1) (ﬂb‘t)dt Ov1,2,..p
0

1
/tp Ya(tz)dt| 012,
0
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und
1
/tp ! t L (tx)dt| dv, Aoy, + /tp—la(tx) dt | doy
v=1 Ty 0
Die weitere Berechnung von d(Iw) wird nun aufgeteilt
(a)
L& ox
—1 o
dUl,...,pZZZ(—l)” 8m: dr, Ndxi A Ndxy A--- ANdxy
v=1 p=1 \ ,
=0 fir p#v
=1 fiir uy=v
=N (1) "z, Adwy A Adxy A Aday
v=1
P
Zda:l A Ndxp =pdry A A dzx,
v=1
(b) Es ist
p ——
dxy, Noi,..p = Z(—l)“_lxu dxy, Ndxy--- ANdxy A - N dop.
p=1
(i) Fir 1 <v <p gilt dann:
dry Nov,..p=ax,dri A...dry —0u12,..p
———
=0
(ii) Und fir p <v <n gilt
p —
dx, Noi,.p=— Z(—l)“mu dx, Ndxy \--- Ndxy, A dxp
pn=1

+ (—l)oxl,gi}; Adzy A -

=—0y12,..pt+ T dxy A -

- Ndzp
Nach (i) und (ii) gilt also immer:

dr, Nor2,..p=x,dei AN Ndxy — 012, p

Aus (a) und (b) folgt dann:

1

I(dw) + d(Iw) /

1
dzi A--- Ndxp + /tp_la(tac) dt
v=1 0 0

1 n 5
a

= tP (
0/ [l/=1 ( 833”

!

)CUV> -f-ptp_la(tx)] dt p dxy A--- Ndxy

4 (tPa(ta))

-/\dxp—x,jgl};/\dxl/\-

- ANdxp

-pdxy A--- ANdxy,



11.4 Differentialformen

1
=tPa(tz)| dxi N---Ndxp =w
NI

=a(z)

11.4.19 Lemma von Poincaré

Ist w eine stetig differenzierbare und geschlossene p-Form in einem sternférmigen Gebiet U, so ist sie
exakt, d. h. es gibt eine Stammform a. Alle Stammformen sind gegeben durch

a=1Iw+dn,
wobei 7 eine beliebige zweimal stetig differenzierbare (p — 2)-Form ist (im Fall p = 1 ist dn durch eine
Konstante zu ersetzen).
Beweis: Zeige, dafs o = Iw eine Stammform ist:
do=d(Iw) =w—I(dw) =w

(dw = 0, da w nach Voraussetzung geschlossen ist.)
Seien nun « und o7 Stammformen:

dlag —a)=day —da=w—-—w=0

Das heiftt, dafs ar; — o geschlossen ist. Also hat a; — « eine Stammform 7, d. h. a3 — « = drn. Daraus
folgt: oy = o + dn, wobei 1 zweimal stetig differenzierbar ist.

Analysis Il | Kapitel @56t Dort ist p =1, w = a1(x) dz1 + - - - + an () dxy,.
Sei u € C1(U) Stammform von w. Dann ist
ou ou
du = —d oo ——d
b o0xy TLA O0xy, n

d. h. gradu =a = (a1,...,ay)

Oa;  Oaj
w ist geschlossen <—- & _ 9%
8:13j 8:@
11.4.20 Beispiel
b1
Sei n = 3 und p = 2. Gegeben sei ein C!-Vektorfeld | by | in U (U sei sternférmig bzgl. 0).
b3
U1
Gesucht ist ein Vektorfeld v = | vg | in C?(U) mit rotv = b.
U3

w = by daxg AN dxs + by dxs A dxy + b3 dxy A dxs
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11 Vektoranalysis

w geschlossen <= divb = 0.
Damit ex. Stammform a von w:

a = vy dx1 + vo dro + vy das

Fiir die Stammfunktion a von w gilt in dieser Schreibweise, daf rotv = b ist (frither mal gemacht).
T

Fir z = | 2 | gilt dann:
3

1 1

o (2) = o3 / ths (1) di — 2 / thy (tr) dt + 1y, ()

vo(x) =y [ ths(tz)dt — x5 [ thi(tx) dt + ug,(x)

1)3(.%) =1x9 [ th (tﬂ?) dt — 1 tbg(tl’) dt + Ugs (.%)

O\._\ O\H =
O\._\ O\H =

11.4.21 Zuriickholen von Differentialformen

Sei
w = Z Qiyig...ip (.T) d:Eil VANEEIWAN dxip (*)

11,eenlp

eine p-Form in D C IR"™ und ®: G — D stetig differenzierbar in G C IR™. Dann erhilt man die
p-Form ®*w dadurch, indem man in (x) dz; ersetzt durch

m

> G

U
i=1 v

und z ersetzt durch ®(u).

11.4.22 Beispiel

Firn=3,m=2,p=2: Sei
w = by dxo ANdxs + by dxs A dxy

und

mit D = R?, G = IR2.
Dann ist

d*w =by (’U,l, Ug, Ul — ’U,Q) . [dUQ VAN (du1 — dUQ)]
+ bg(ul, U9, U1 — UQ) . [(du1 — dUQ) A dul]

=(—=b1(u1,ug,u; — uz) + ba(u1, ug, u1 — uz)) duy A dus
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11.4 Differentialformen

11.4.23 Regeln

(a) Fir die p-Formen w; und wy gilt:

<I>*(w1 + LUQ) = d*wi + PFwy

(b) Fiir die 0-Form a und die p-Form w gilt:

" (aw) = (P*a)(P*w)
(c) Fir die p-Form w; und die ¢g-Form wo gilt:
<I>*(w1 A U.)Q) = (CI)*wl) A ((I)*U.)Q)

Beweis: Aufgabe

11.4.24 Satz
Ist ® zweimal stetig differenzierbar, so gilt:

d(®*w) = ¢*(dw)

Beweis:

(1) Sei w = a Nullform. Dann ist

Daraus folgt:

Jj=1

Ausserdem ist

Und damit ist

® 0
Z Guz )) du; = Z Z 8:163 ﬁu: dui

i=1 j=1
(dw)

Dabei wurde bei ® die Kettenregel angewandt.

(2) Sei nun w = dx; (Der Beweis geht fiir w = dz; genauso).
Es ist
dw =d(dz1) =0

und damit
O* (dw) =
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11 Vektoranalysis

Andererseits ist

und damit

. e 0% D = 0%
d@w)=>">" Fud duj Adu; == T, L g
i=1 j=1 i =

mit dem Satz von Schwarz und Vertauschung von du; und du; bei @.
Also: d(®*w) = 0.

(3) Seiw =dx1 A---ANdrp. (w=dx;; A--- Adr;, genauso)
Es ist
dw =10 ®*(dw) =0

und
P*w = (D dxi) A - A (D7 dxp).
Damit ist also
p .
d(P*w) = Z(—l)]_l(q)*d:cl) A ANd(@Fdxy) A A (PFdy)

Jj=1
=0 nach (2)

0

(4) Seiw =a(z)dry A--- Ndxpy (W = a(z)dr;; A--- Adv;, genauso).
Setze dabei o 1= dx1 A --- A dx,,.

d(@*w) Y d((@*a)(@*5)) = d(@*a) A (B*5) + (B*a) d(D*5)
0 nach (3)

L o*(da) A (®*0)

Cc

= ®*(da No) = P*(d(ao)) = ¢*(dw)

—
=

(5) Sei nun
w= Z iy iy (T) 04y iy = Zwil...ip
i1.ip
mit
Tiy.ip = dxiy N Adwg,.
Dann ist

d(®*w) =d (Z (I)*wil‘,.ip> = Z d(q)*wil.‘.ip)
= " (dwiy i) = P (dw).
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11.5 Flidchen und Mannigfaltigkeiten
11.5 Flichen und Mannigfaltigkeiten

11.5.1 Definition: p-Flachenstiick

Eine Abbildung ®: D — IR" heifit Parameterdarstellung eines p-Flachenstiickes F, (1 < p < n),
wenn gilt:

(1) D C IR? ist ein konvexes Gebiet. (d. h. mit a,b € D ist auch {a +¢(b—a): 0 <t <1} C D).

(2) @ ist injektiv, F = ®(D), ®~1: F — D ist stetig.

(3) @ ist stetig differenzierbar, rg® = p in D (P’ ist n x p-Matrix).

11.5.2 Beispiel

fir n =3, p=2: Sei
D = {(u,v): u* +v* < 1} C R?

und
1 2u
(I)(u,v) = m 2v
1—u? -2

Priife nach, daf
F={(z1,20,23) 2] + 25+ 25 =1, 23 > 0}

die Fldche der oberen Halbkugel ist.
®~1 ist stetig (einfach nachrechnen):

2 2
SR ST SR ER
U= ox1 v = 0T9
Aus 9 )
s = 1 — o*(2] + 73)
1+ 0*(x + x3)
folgt:
2 2 2y 1
o°(L+a3)(z7 +23) =1— a3
x%—kx%:l—x%:(l—xg)(l—kmg)
1
Q2(1+CL’3)2:1 Q:1+CL’3
wy 1 1
v)  14x3 \22
ist stetig.

11.5.3 Definition: Vertraglichkeit von Flachenstiicken

Zwei p-Flachenstiicke Fi, F» heiflen vertrdiglich, wenn es zu jedem x € F; N F ein p-Fliachenstiick F3
gibt mit x € F3 C F1 N Fo.

355



11 Vektoranalysis

11.5.4 Bemerkungen

(a) Gilt Fy N Fy =0, dann sind F; und F» vertriglich.
(b) Sind F; und Fy vertriglich, xg € F1 N Fa, 9 = P(ug) = ¥(sp), dann ist

hi=0"lod

in einer Umgebung von wug erklart und stetig differenzierbar.
Dasselbe gilt fiir
hl=0"1ow

genauso, d.h. h ist ein Diffeomorphismus, ® = W o h und ¥ = & o b1,

(¢) Sind @, ¥ Parameterdarstellungen von F, so gilt ® = Wo h mit einem Diffeomorphismus h: D —
G.

Beweis fiir (b):
Da rg ®'(sg) = p ist, existieren 1 < iy < iy < -+ < ip < n mit:
Fur

ist det ¥'(s0) # 0.

VU hat eine Umkehrfunktion in einer Umgebung von W¥(sp),
T und ¥ sind stetig differenzierbar.

Setze in einer Umgebung von ug

hi=0lod =0 o0

d;,
mit ¢ = :
v,
Fiir h~! wird genauso verfahren.

11.5.5 Definition: Tangentialraum

Sei F ein p-Flachenstiick mit Parameterdarstellung ®: D — F, x € F und = = ®(u).

Dann heifst der von @, ®y,,..., Py, aufgespannte Vektorraum Tangentialraum im Punkt x. Ge-
schrieben: T, F.

Esist T, F C IR", dim T, F = p.

Fir n =3 und p = 2 ist T, F die in den Nullpunkt verschobene Tangentialebene.

11.5.6 Bemerkungen

(a) Sind F; und Fy vertrdglich und ist = € Fy N Fa, so ist T, F; = T, Fo.

(b) TxF héngt nicht von der Parameterdarstellung ab.
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Beweis

11.5 Flidchen und Mannigfaltigkeiten

(a) Seien ®, ¥ Parameterdarstellungen von F; und Fo.
Dann ist lokal ® = W o h, det A’ # 0. Damit ist

®,, ist Linearkombination von ¥y, ,..., ¥,
W, ist Linearkombination von ®,,,...,®,

o = (Voh)- I

N

p*

(b) entspricht (a) mit F; = Fo.

11.5.7 Definition: gleichorientierte Flachenstiicke

Zwei vertragliche Flachenstiicke heifen gleichorientiert, wenn in ® = W o h (lokal) deth’ > 0 ist.
Andernfalls heiffen sie entgegengesetzt-orientiert.

11.5.8 Definition

Sei F ein p-Flachenstiick, F C U, U C IR" offen, w eine p-Form in U. Dann definiert man

/w = /w (®(w), Pu, (1), ..., Py, () du,
F D

falls die rechte Seite als Lebesgue-Integral existiert.

11.5.9 Beispiele

(a) Firp=1,n>2:

Sei F definiert durch ®: (a, ) — IR", Kurve im IR" und

Dann ist

(b) Firn=3,p=2:

w=ai(x)dr + -+ ap(z) dz,

(a1 (@(u) @ () + -+ + an(P(u)) 2, (u) du

f/w:

ardry1 + -+ + an dxy, ,Kurvenintegral®

Ne— T —

b1

U2

Sei F definiert durch ®: D C IR? - R?, u = <u1)7 b= |b2],und

b3

w = bi(x)dxa A dxs + ba(z) dxs A dzy + b3(x) dzy A dxa.
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11 Vektoranalysis

Dann ist
00, 00,

b (® 8U1 aUQ d
@) 5oy ooy | T |
Ouy  Ouy
b(@(w)) + (Pu, (1) X Py, (u)) du

e
I I
U\ U\ U\

Dy, X Dy,

e || Py, X Dy, || d
||(I)u1 % (I)UQH H ul U2|| U
N —

b(®(u))

Normalenvektor
(), 7= (u)

b(x) - v(z)do

I
O —

11.5.10 Satz

Die Definition von [ w ist unabhéngig von der gewéhlten Parameterdarstellung, d.h.:

f
Sind ®: D — F und V: G — F zwei Parameterdarstellungen von F und ist ® = ¥ o A mit einem
Diffeomorphismus h: D — G mit det b’ > 0, so gilt:

/w(@(u),@ul,...,q)up) du = /w(\IJ(S),\Ilsl,...,\I'Sp) ds

-~

D =:f(u) g =g(s)

Beweis

g(h(w)) - | det ' (u)| du

I
G\ b\

/g(s) ds
G

g(h(w)) - det ' (u) du = / F(u) du
>0 D

fw)

11.5.11 Bemerkung
Die p-Form ®*w ist definiert in D C IR?, also von der Form
fu)dug A - A duy.

D ist eine p-Fldche in IRP mit der Parameterdarstellung id: D — D (Identitét)

/q)*w:/f(u)du
D D

/f(u)dul/\'--/\dup:/f(u)du

D D

also
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11.5 Flidchen und Mannigfaltigkeiten

11.5.12 Definition: Flachenstiuck mit Rand

Sei &: D — IR"™ die Parameterdarstellung eines p-Flachenstiickes und sei
H={uelR’: u <a}

ein Halbraum mit DN H # 0, D ¢ H.
Dann heiftt F mit der Parameterdarstellung ® - p-Flichenstiick mit Rand.
n
OF =®(DNOH), 0H ={u: w1 = a}
F := FUOF heikt Flichenstiick mit Rand.
Beachte: O.F ist nicht der topologische Rand, und F ist nicht unbedingt der topologische Abschluf.

11.5.13 Bemerkung

Das Urbild von 0F in D,
A ={(ug,...,up): (a,ua,...,up) € D}

ist ein konvezes Gebiet im IRP™!.
(ug,...,up) — ®(a,ug,...,up)

ist eine Parameterdarstellung von 0F. 0F ist (p — 1)-Flache (fiir p > 2).

11.5.14 Beispiele

(1) Anschaulich z. B. die Nordhemisphére mit dem Aquator.

(2) Sei
]—":{melR?’:x%+x§+m§:1,x1>O,x3>0}.

Suche Parameterdarstellung fiir
Gf:{xEIR?’: it ai=123=0mx >0} .

Eine Parameterdarstellung fiir eine grofere Fléache ist:

1 cos (3 cos A
To | = | cosBsin A
T3 —sin g

mit —7/2 < A < 7/2 und —7/2 < § < w/2 (rechte Halbsphire).
Setze
D={(B,N): —7/2< )\, <7/2}

und

H ={(B,A): B <0}

(3) Firn=3 und p = 3:
Sei
F = {(.’El,l‘g,l‘g)Z x% —l—x% +:C§ <1, 21,29, 23 > 0}

der positive Kugel-Oktant im IR? und

oOF = {($1,1’2,l‘3)1 ZL'% +x% + x% =1, x1,T9,T3 > 0}
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11 Vektoranalysis

die dazugehorige Kugelabschnittsflache.

Setze dazu
1 7 Ccos (3 cos A
F: |xzo| = | rcosfBsin A
T3 rsin

fir0<r<1,0<A<7/2und 0 < < 7/2. Fiir die grofe Fliche sei 0 < r < 2.

T cos (3 cos A
OF: | xo | = | cos(sin A
T3 sin 3

fir0<A<7/2und 0 < G < m/2.
Setze also fir D: 0<r <2, 0<A<7/2und 0 < < 7/2 und

H={(rp,N:r<1}

11.5.15 Definition: p-Mannigfaltigkeit, p-Flache

Sind Fi, ..., F, vertrigliche und orientierte p-Flachenstiicke [mit Rand|, so heifst
M=FU---UF,

orientierte p-Mannigfaltigkeit [mit Rand, falls 0F; N F; = 0 fir ¢ # j|.
Wenn M C IR"™ zusammenhéngend ist, so heiltt M orientierte p-Fldche.

11.5.16 Beispiel

§"1 = fa: o = 1}

ist eine (n — 1)-Fliche.

11.5.17 Bemerkung

OM :=0F U---UdFy,
ist eine (p — 1)-Mannigfaltigkeit.

Beweis Sei F; C F mit der Parameterdarstellung ®;: Dj— ]:"j.
Fir Fj ist ®;: D; N H — F; Parameterdarstellung mit H = {z: z; < 0} und fiir 9F; ist ¥;: A —
O0F; Parameterdarstellung.
Dabei ist

AJ’ = {(UQ,...,UP)Z (0,u2,...,up) S Dj},
also

U(ug,...,up) = ®;(0,ug,...,up).

Wir haben bisher:
D1 = ®y 0o h mit h: Dy — Dy lokal diffeomorph.
Damit ist lokal h(A;) C Ag, weil h = &5 o 5.
Es ist also

<I>1(u1,u2, e ,up) = <I)2(h1(u1,. . .,up),hg(ul,. . .,up), .. .,hp(ul,. . .,up)).
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11.5 Flidchen und Mannigfaltigkeiten

Mit up = 0 ist
\Ifl(UQ, ce ,up) = @2(0, h2(0, U,y ... ,up), ceey hp(O, U,y ... ,up))
= \IJQ(E(UQ,...,UP))
ha
mit h = | :
h

p
= 0F1, OF> sind vertraglich.
Noch zu zeigen:

det ! > 0 == det 7’ > 0.

Es ist
Jup  OQuy = Ouy
ohy
h/ = 8u2
: n
oh,
8U1
Dabei ist in A\q
om __oh
ouy  Oup
Also gilt dann:
oh1 -
0<deth == 7.
8U1
Ist g—:ﬁ > 0?7 Dann ist namlich det n > 0.
Zeige also noch: g—Zi > 0:
Es ist h1(0,ug,...,up) =0,
h(Al) C Ay und h(D1 ﬂH) CDyNH.
g—:ﬁ > 0, weil hl(’u,l,UQ, . ,up) < 0 fiir w1 <O.

11.5.18 Zerlegung der Eins

Sei M eine kompakte p-Mannigfaltigkeit,
M=FU---UF,, OM=0FU---UdF,.

Dabei sei
M:=MUOM CR"

kompakt.
Dann existieren endlich viele Kugeln K7, ..., K, mit dazu gehérenden C'°°-Funktionen ¢;: Ky U---U
Ky — IR mit ¢j(z) = 0 auferhalb von K; und ¢; > 0 in K; und

> wile) =1
j=1

firce K1 U---UK;.
Weiter ist M C K1 U--- UK, und zu jedem x € M, = € Kj, gibt es ein F,, ;) mit MN K; € Fu)-

361



11 Vektoranalysis

Geometrisch bedeutet das, daf es nicht erlaubt ist, dak der Schnitt von M mit K ;j eine Untermenge
irgendeines F,(;y sein muk; es darf kein F, zusitzlich in Kj; (v(k) # v(j)) ,hineinragen®.

Fo(;) darf aber z. B. (unter der Annahme, daf ;) eine Kurve ist) zeitweise die Kugel K verlassen
und danach wieder schneiden.

Beweis: Sei x € M beliebig. )
Dazu existiert eine Kugel K(z) und ein v mit K(z) C F,.
Da M C U, 57 K (), gilt:

(Satz von Heine-Borel, 7.5.11 auf Seite 197)

Dabei ist K; C F, ;) fiir geeignetes v(j).
Wenn nun ¢ € C'*° ex. mit:

1. ¢j(xz) > 0 in Kj,

2. Y(x) =0in R"\ Kj,

dann setze in K1 U---U K

pile) =

S
> vilx)
i=1
Nachweis der Existenz von ¢ zu K: Setze K = K(0,1) und

b(x) = exp (W%l> in K(0,1)

0 sonst

Es ist ¢ € C* (Aufgabe).
Zu K = K(&,r) gehort dann v (sz)

11.5.19 Def.: Integral von p-Form iiber p-Mannigfaltigkeit

Sei M eine kompakte, orientierte p-Mannigfaltigkeit, w sei eine p-Form, definiert in der offenen Menge
U,UDNM.
{¢1,...,ps} sel eine Zerlegung der Eins.

Dann wird definiert:
Je=X [ o

—
M = FG

11.5.20 Satz

Die Definition in 11.5.19 ist unabhéngig von der Zerlegung der Eins.
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11.6 Der Integralsatz von Stokes

Beweis: Seien ¢1,...,ps mit K1,..., Ksund ¢1,...,%; mit Lq,..., L; eine Zerlegung der Eins:

Z/«pgw—z / sz%w—zz / pipjw

7j=1 7=1 1 1
Fy ) Fogy " ==lE G
®
S [ Yo=Y [ v
1 1 1
= fu(z) 7= = Fu(z

Wieso gilt ®7

Zu F,(;y und F, ;) gehoren die beiden Kugeln K; und L;, sie konnen sich schneiden, miissen es aber
nicht, aufierdem ist 1;¢0; = 0 aukerhalb von K; N L;, deshalb ist es egal tiber welches F — beide sind
Obermengen der Kugeln — integriert wird.

11.6 Der Integralsatz von Stokes

11.6.1 Integralsatz von Stokes

Sei M ein C2-Mannigfaltigkeit der Dimension p (p-Mannigfaltigkeit), w eine (p — 1)-Form, stetig
differenzierbar in U O M, U offen.
Dann gilt:
/ dw = / w
M oM

Speziell fiir p = n ist dies der Gaufssche Integralsatz (Divergenzsatz):

ob; b,
/<8—:cl+“‘+6acn> dri A - /\dxn—/bl(:v)dm/\-'-/\dxn
M

(dx) oM
—baydxry Ndxg N--- Ndzy,
+ o (D" (@) day A Ay
11.6.2 Bemerkungen
(a) ,,C*-Mannigfaltigkeit:

m
U 7s @leijj

alle ®; sind zweimal stetig differenzierbar.

(b) OM = () ist moglich. Dann ist die Aussage:
/ dw =0
M

(¢c) Fur p=1ist M eine Kurve (Bogen oder geschlossen).

o: (a,5) = R"
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11 Vektoranalysis

sei Parameterdarstellung von M.

Wenn M geschlossen ist, hat M keinen Rand, wenn M ein Bogen ist, sind die Endpunkte der
Rand.

w sei eine 0-Form: w = u: U — IR, eine Funktion. Dann ist

Was ist

/ dw = / grad u(z) - dx ,JKurvenintegral®
M M
=u

— u(@(9) - u(®() = [

oM

11.6.3 Beweis zum Integralsatz von Stokes, 11.6.1

Sei
M = U F;  (mit oder ohne Rand)
j=1

und @1, ..., ps Zerlegung der Eins.
Dann ist

j=1
S S
=Y [t =3 [ o)
=t =)
©1,..., s ist auch Zerlegung der Eins beziiglich 0B C M

oM oM \IT1 =197,
Zeige also:
/d(ij)= / pjw
Fu(h) 9Fu ()

Schreibe F anstelle von F,(;) und w anstelle von pjw.

Dann ist zu zeigen:
/dw = /w
F oOF
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Dabei ist w = 0 aufserhalb einer Kugel.

Sei

11.6 Der Integralsatz von Stokes

®: DNH — F, H = {u: u; <0} (z.B.)

eine Parameterdarstellung von F mit ® € C?(D).
Setze nun ¢ := ®*w und damit do = &*(dw).

Damit ist dann

und

mit A =0HND.
o ist (p — 1)-Form im IRP:

o =bydus A ---
_|_..._|_(_

b.:

do = g—j
=1 7%

Zu zeigen bleibt also:

0b;

ou;
DNH

Der Fall j = 1: Es ist

0by
/ 8—u1 du1 A

DNH

] dul/\

Der Fall 2 <j<p: Seiz.B.j=p

DNH

ob
—2 duy N -
Ouy

Zdw:/da

DNH
oOF A

A duy — by duy AN dug A - -+ N duy,
1)p_1bp dui A+ A dup,l

duy A - A duy

Adup:(—1)j—1/bjdu1/\-~-A@;/\~-Adup

A

- Nduy = / %du

8U1
DNH

J|[ ] o

_ /(bl(o,ﬂ) _ by(a(@), 7)) da
—_——
A =0

/bl(O,E)dﬂz/bldug/\dug/\---/\dup
A A

Fubini
A dup = ’IRP:]Rp_l < R
B(@) o
- / % dqu,, | da =0
Ouy,
()
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11 Vektoranalysis

/bpdu1 A Ndup—y = /bp((),ug,...,up)dul A ANdup—1 =0
A A
(Aufgabe!)

11.7 Oberflachenmale

11.7.1 Definition: Gram’sche Matrix und Determinante

Sei A eine n x p-Matrix, 1 < p < n.
Dann heifst
AT A

Gram’sche Matriz, (p X p)-Matrix, und
gr(A) := det(AT A)

heiltt Gram’sche Determinante.

11.7.2 Bemerkungen/Beispiele

(a) Ist @’ die i-te Spalte von A (a; € R™), dann hat AT A die Eintriige o’ - o' = g;; = g5, AT A ist
symmetrisch.

(b) Sei p =2, A habe die 2 Spalten a und b:
7, f(a-a a-b
AA= <a b b b)
CSU
gr(A) = [lal® - [Ib]]* — (a-b)* > 0

(c) Fiir n =3, p=2ist gr(A) = ||a x b||* (Aufgabe!)
(d) Sei c € IR" fest und

1 0 1—|—c% 162 cicn
.. T cocy 1+ c9l2 .. CcaCp,
A= : , A A=
0 1
c1 ... Cp CnCi . CnCn-1 1+ c?l

Es ist dann:
gr(A) =1+ci+---+cp =1+

Beweis zu (d): Berechnung der Eigenwerte von AT A:
1 ist Eigenwert:

n
ATAz =12 = Zcicja:j:()fiiri:l,...,n

i=1
n

— Ci‘ZCjCEjZO
i=1

< ¢(c-x)=0firi=1,...,n
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11.7 Oberflachenmafie

Dies ist richtig, wenn ¢ - x = 0 ist.
Es gibt (n — 1) linear unabhéngige Losungen von ¢ -z = 0.

Es gibt also die Eigenwerte 1,...,1 und den Eigenwert
~——
(n—1)x
(n—1)x

—
A=spur(ATA)—(1+-.-4+1)
=(1+E++1+E)-Q+---+1)
=l+ci++c

Damit ist
det(ATA)=1---1(1+E+---+2)

(n—1)x

11.7.3 Hilfssatz

1 a2, ..., aP linear abhéngig sind.

(a) Es gilt: gr(A) > 0. Es ist gr(A) = 0 genau dann, wenn a
(b) Fiir eine (p x p)-Matrix C gilt:

gr(AC) = (det C)? - gr(A)

Beweis

(a) mit Induktion:
p = n: gr(A) = (det A)? > 0, = 0 genau dann, wenn a',... a" 1. a.
p+1—p:Sei A= (al,... ,aP). Wihle a € R" so, dak |ja|| = 1 und a - a* = 0 fiir alle i. Setze

1

A= (al,...,a?, a):
0 < gr(A) = det ((4)TA') = gr(A)
denn
0
det <<A§> (A a)) = det ATA | = gr(A)
a 0
0o --- 0 1

L ...,aP,a linear abhiingig sind. Da aber a senkrecht zu allen anderen

1

Dieses ist = 0, wenn a

Vektoren steht miissen a',...,aP 1. a. sein.

11.7.4 Definition: Oberflichenintegral

Sei F ein p-Flachenstiick mit der Parameterdarstellung ®: D C IR? — R" und f: ®(D) = F —- R

stetig. Dann heifst
/ f(z)do = / F(®(w))v/ar(@ (@) du
F D

Oberflichenintegral, sofern die rechte Seite als Lebesgueintegral existiert. Insbesondere heifst

]f]:/l-do:/do

F F

p-dimensionaler Inhalt von F.

367



11 Vektoranalysis

11.7.5 Bemerkungen
(a) [ f(z)do 1akt sich mittels einer Zerlegung der Eins fiir Flichen bzw. Mannigfaltigkeiten erkléren.
f

(b) Firn=3,p=2:
Sei ®: D C R? — IR3: dann ist
gr(®) = [y x @
(Ubereinstimmung mit friiherer Definition.)

(c) Sei nun n beliebig, p =1 und

o: (o, ) = R"”
eine Parameterdarstellung von F mit
41
o= |, er(®)=det((®)" @) = [|@'|?
@/

Damit ist

f(@@) - ¢/ (t) dt

—
=
o
Y
S
I
e

(Integral nach der Bogenlénge)

(d) Die Definition ist unabhéngig von der Parameterdarstellung von F:
Seien ®: D — F und ¥V: A — F Parameterdarstellungen von F.
Es gilt: ®(u) = ¥(h(u)), mit h :: D — A diffeomorph.
Damit ist dann

und

D D

(e) Zur Motivation: Sei
D={uelRP:0<u; <1firl<j<p}
und ®(u) = A-u mit der n x p-Matrix A = (a',d?,...,aP).
Damit ist ® = A und

p
F=®D)=4> wa:0<u;<1fiirj=1,...,p
j=1

In der Geometrie des IR™ setzt man dann

|F| = Inhalt von F = /gr(A) = / Vver(A4)du
D

Im Fall n = 3, p = 2 ist dann |F| die Oberfliche des im Raum stehenden Flachenstiickes F.
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11.7 Oberflachenmafie

11.7.6 Beispiel: Inhalt der n-dimensionalen Einheitssphare
Die n-dimensionale Einheitsspéare ist

={reR"|lz| =1}
Suche eine explizite Darstellung fiir

st =x""1n{z: z, > 0}

Es ist z, = ¢(x1,...,Tp—1), genauer:
U1
O(u) = : . mitu € R™L Jjul| <1
Up—1
o(u)
Damit ist
1 0
' (u) =
(u) .
Pur " Pun_y
gr(®'(u)) =1+ [l¢|I?
und

Apoy={u: |ul| <1, w e R" 1}

Also ist
’Sn 1‘_wn_2 Sn 1‘_

J

Auflerdem ist

— VIl = 1 - =2,

1

/
o) = ————— - (—2uy, ~2ug, ..., —2un_1)
2¢/1 — [[ul?
1
I¢'|I* = HHNMV

L+ ¢l = W

1. Sei nun n = 2: .

2 / du 2
wp =2 [ —— =27
2 V1 —u?

-1

2. und nun n — n + 1:
mit
y=(21,...,2,_1) € R"!
' / dx B r=z, € R
1— 2|2 -l1<r<1
" Iyl <1 -
und Fubini

Wn41 =
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11 Vektoranalysis

Transformation:

:/l / dy _ y=v1-r2%

dr = B
T—r2— y[? dy = (1 — r2)(n D/2 q¢

1|yl <vi=r? yll? = (1 —r2)|I]?
2 /1 T/ Lo 2
1 1— 2 R V1 —=€]12
- n—1

2

—

-1

(1—r2)/2-1 gy / — de :
VT

Daraus folgt also:
1

Wntl = Wy - 2/(1 — TQ)%_I dr
0

Wenn nun substituiert wird mit r» = sint, dr = costdt, dann gilt folgende Rekursionsformel:

27

Wntl = 2/((:ost)"1 dt| - wp
0

mit wo = 2.

11.7.7 GauBscher Integralsatz oder Divergenzsatz [klassische Form]

Sei G C IR"™ ein Gebiet, OG sei der topologische Rand von G. G wird aufgefafst als n-Flache, 0G als
(n — 1)-Mannigfaltigkeit.
Sei nun w ein Vektorfeld, stetig differenzierbar in einer offenen Menge 2 G. Dann gilt:

/divwdx:/w-l/do

G oG

Dabei ist
di owy owy,
ivw = ——+---
0x1 oz,
v ist die ,dufiere” Normale: v € R", ||v| =1, v(z) LT,0G.

saufere heift:  — tv(x) € G fir 0 < t < 4, ,,v zeigt nach aufsen®.

Beweis (Idee): Mit Hilfe des Satzes von Stokes fiir p = n:

Fur
n

w = —1j_lw-dxl/\~--/\da~v-/\-~-/\dxn
D (1) j

[ [w

G oG

wird

auszurechnen sein.
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12 Fourierreihen und -Transformatione

12.1 LP-Raume

12.1.1 Vorbemerkungen
Generell sei £ C IR"™ mefbar und
f+ E—C, f=u-+iv, u,v: E— 1R

f heilt mefbar [integrierbar|, wenn u und v mefbar [integrierbar| sind.

Man setzt
/f(:c) dx := /u(ac) dx—i—z'/v(x) dx

E

Es gelten die iiblichen Regeln, insbesondere (wie bei Riemann):

’/f‘ i

12.1.2 Definition: Der LP-Raum

(a) Fir 1 <p < oo ist

LP = LP(E) :={f: E — C mefbar, |f|? integrierbar}

(b)
[ = [®(E) = f: E — C mefsbar, es ex. eine Nullmenge N mit
N " sup{|f(z)]: x € E\ N} < ¢
Man setzt
1/p
191 i= | [ 1Pz
E
und

| flloo :=1nf{A > 0: [f(z)] < Ain E\ N, N Nullmenge}

12.1.3 Bemerkungen und Beispiele

(a) Fiir m(E) < oo und p < g < oo gilt: LI G LP
Beweis: Fiir ¢ = oo: Dann ist f und damit auch |f[P beschrénkt, zusammen mit m(E) < oo
folgt dann:

/ | f|P existiert.

Wersion 4.5 vom 19. Dezember 2002
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12 Fourierreihen und -Transformationen

Sei nun p < ¢ < 00, f € L%: Es ist dann
IFIP <1+f]? (Majorante).

Daraus folgt: f € LP.

(b) Beispiel: Sei
E ={z:|z] <1}, f(z) = |lz| = fir « > 0.

Damit ist (®: Kugelkoordinaten

)
[1s@pds= [ ol o iz
E E

1

® _ _
:const-/r aptn=1 g,

0

Dieses Integral existiert genau dann, wenn

—ap+n—1>—-1 < ap<n

(c¢) Fiir m(E) = 400 existiert keine Relation zwischen LP und L9 (siehe Beispiel unter (d)).

(d) Beispiel: Sei
E={z:|lz| >1},  f(z) = [lz|7*

Damit ist
feL’ < ap>n

12.1.4 Holdersche und Minkowskische Ungleichung

(a) Seien 1 < p < 00, 1 < ¢ < 0o mit % + é =1 (Konjugierte Zahlen).
Dann gilt fir f € LP, g € LY:

I£glly < 1£1p - llgllq (12.1)
(Holdersche Ungleichung)

(b) Fiir f € LY, g € L™ gilt (I2.) ebenfalls. (p =1, ¢ = 00)
(c) Sei f e LP, ge LP mit 1 < p < +4o0. Dann gilt

1+ glly < [fllp + gl

Beweis:
(a) Die Gleichung (IZ1) ist richtig, falls f(z) - g(x) = 0 f. ii.,
sonst sei
| fllp = A >0, lglly = B > 0.
Setze
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12.1 LP-Raume

Sei x fest: Es ist F'(z) > 0, G(z) > 0.
Dann gilt

Mit & als Aufgabe gilt dann:

Zusammen ist dann

> |Ifglls < [Ifllp - llgllg

(b) Es ist
[f(@)g(@)] < |f(2)] - [lglleo £ .

also
I £gllr < Ifll1 - llglloo

(c) Beweis hier nur fiir 1 < p < co. (p =1, oo als Aufgabe.)
Wahle ¢ so, dak % + % = 1. Es ist

| +gI” < (1F1+1gDP = (If1+ gD (] + gl

/ E R e P PR (PR ) i P
~N

eLpr eLar?
Hierbei ist

1/q
1(FL+ 192 g = (/(,f, 4 ,g,)(p—l)q>

Aus % + % =1 folgt (p — 1)¢ = p. Damit ist dann

1

1051+ 1070 = ( f051+1907)”

Zusammen folgt:
1

Jan1+17 < 171+ Nl ( Jan+ w) q
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12 Fourierreihen und -Transformationen
Mit + =1 -1 folgt
q P

ST+ 19Dl < W fllp + [lgll»
= f+ale < M+ I1gllle < Nfllo + llglls

Jetzt bleibt noch zu zeigen: Ist (|f| + |g|)P~' € L4?

(1F1+1gD®=D9 = (If +1g])? < 2” max (I, |gI") € L*
—_———

€Lt

12.1.5 Bemerkung

Fiir p = 2 ist in Gleichung (I2.1]) ¢ = 2 und sie lautet dann

1fglly <[ fll2- [lgll2

2 2
/ f(@)g(x) da| < / F@)g@)dz | < / @) dx | - / l9(a)? de
E E E E

Dies ist die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung. Normalerweise wird sie auf der linken Seite mit g(x)
statt g(x) geschrieben.

12.1.6 Satz: LP? ist ein Vektorraum

LP ist ein Vektorraum iiber C, und ||.||, hat die Eigenschaften

() I fllp =0, ,,= 0%, genau dann, wenn f(z) =0 f. ii.
@) Al = Al

B) 1f+9gllp <11+ llglly
12.1.7 Bemerkung

Wegen (1) ist ||.||, keine Norm, heifsit aber p-Norm oder LP-Norm.

12.1.8 Definition: Konvergenz im L?
Eine Folge (fi) in L heifst konvergent in LP gegen f € LP, wenn || f;, — fl|, — 0 fiir £ — oc.
kurz: f;, — f oder klim fr=1Ff.
—00
Achtung: fi — f ist etwas anderes als fi(z) — f(z) fir x € E.

12.1.9 Satz von Riesz-Fischer

LP ist vollstandig, d. h. jede Cauchyfolge in LP konvergiert in LP.
(Cauchyfolge bedeutet: Zu jedem £ > 0 ex. ein kg € IN mit ||fr — fi]| < e fiir alle k > 1 > ky.)
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12.1 LP-Raume

Beweis: Bemerkung: Aus fi — f in LP folgt, dak (fx) wie immer eine Cauchyfolge ist.
Sei (fx) Cauchyfolge in LP mit 1 < p < oo (p = oo als Aufgabe).
Setze nun € = 277, Finde dazu ein k; mit

Ifi— fillp <277 firk>1>k;, (j=1,2,...)

OBdA sei k1 < ko <k3 SN
Sei nun E mefbar und F' C E mit endlichem m(F):

/1 k@)~ )| da < (m(F)) /ka )| dx

F

1/p

(m(F)Y fi — szp
(m(F)Y9.277 falls k > 1 > k;

IAIA

Mit Beppo-Levi folgt dann:

M

(fiy 1 (@) = fr, (@)

1

J

konvergiert fast tiberall in F', also fast iiberall in

E= [j EN[—k, k"

k=1 =:F}, mit m(Fy)<oo

Setze nun

f(@) = fr,(x) + Z Sryor (@) = fio, (@) = glggo iy () £
7j=1

(sonst setze f(z) =0.)
Da || fxl|lp, < const (Wie bei jeder Cauchyfolge).
f € LP: Lemma von Fatou:

[irdr< im [ if,@p i< oo

E I
Zeige nun, dak fi, — fin LP:
/ |f(x x)|Pdx < lhm | fe, () — Tx; (z)|P dx

d. h.:
1f = fr;llp < lli_m [ fr = fallp <277

Also konvergiert die Teilfolge (f,) gegen f in LP.
Sei nun k£ > k;. Dann gilt:

1f = Fells < UF = Frsllo+ [y = fill, <277%

<2-3 <2-7
nach Def. von k;

Also: fr, — f in LP.
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12 Fourierreihen und -Transformationen

12.1.10 Zusatz

Konvergiert die Folge (fx) gegen f in LP, so gibt es eine Teilfolge (fy,) mit fi,(v) — f(z) f. . fiir
Jj — oo.

12.1.11 Beispiel

Betrachtet wird der Raum L?([0, 27)).
Sei (¢) eine Folge in C mit k = —o0,...,00 und die Reihe

oo
> lewl®
k=—oc0

konvergiere. Setze dann

fn(x) = Z cpeth® (trigonometrisches Polynom)

Zeige: (fy) ist Cauchyfolge: Sei n > m und £ > 0. Dann gilt:

2 o 2
o= fulb=| 3 act| =[] 3 ac d
m<|k|<n 9 0 |m<|kl<n

2

0 m<|kl,lj|<n

= > laf-2r

m<|k|<n

<2r Z len|? < €2 fiir m > ng
|k|>m

Somit gilt also: f,, — f in L?(]0,27)).

Abkiirzung: Setze
(f.9) = [ S da

Fir —n < j < n gilt dann:

n

2
(fn,e9%) = / Z e F =% gy = o . ¢
0 k=—n
Daraus folgt fiir ¢j, den j-ten Fourierkoeffizienten von f:
_ 1 ijx
G = %(fnv e )

Fiir die Funktion f gilt: 3 g s
(f, ezy:c) _ (fm ezjm) + (f _ fn7 eljw).
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12.1 LP-Raume

Daraus folgt dann:

’(f? eljm) - (fTL)eUx) = ’(f - fnve”:t)’
[\

=cj

csu
< f=fallz-2r =0 (n—o0)

Es ist

2

¢ =— /f(:c)e_ijr dx
0
cj = fj (Analysis I)

Die Folge c¢; erzeugt f € L?, ¢; sind die Fourierkoeffizienten von f.
Ziel:

27 flla = /Y lexl?

(> schon bewiesen mit der Besselschen Ungleichung, siehe auf Seite [149)).

12.1.12 Approximation durch stetige Funktionen

Zu beliebigem f € LP(IR™), 1 < p < oo, gibt es eine Folge (gx) von stetigen Funktionen im IR™ mit
gr — [ in LP, sowie gx(x) = 0 fiir ||z|| > Ry.

Beweis:

(1)

Es existieren Treppenfunktionen ¢ mit

or(z) — flz) £i.,  fer(@)] < [f(2)] £ i

(Aufgabe).
Da
o(x) = f(2)[” <2°|f ()],

ist der Satz von Lebesgue iiber die majorisierte Konvergenz anwendbar und es gilt fiir £ — oo

/rf—gokupeo.

Approximation von ¢ = ¢} durch stetige Funktionen g = gi:
Sei OBdA

1 inI:(al,bl)x---x(an,bn)

p(x) oy T
0 inIR"\I

In das Intervall I, in dem die Treppenfunktion ¢ gleich 1 ist, wird nun ein zweites Intervall J

gelegt, dessen Rénder den Abstand § zum Rand von I haben. Setze nun

1 in J
g(x) = < tdist(z,0I) sonst
0 in R"\ T
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12 Fourierreihen und -Transformationen
Dabei ist
dist(z, 0I) = min{||z — y||: y € I}

g ist stetig in IR", g(x) = 0 fiir ||z|| > R.
Es gilt damit dann

lo— gllz = / o(2) — g(@)P de
—_———
nNJ <1

1
<1-m(I\J)< w fiir kleines § > 0.
Somit folgt dann:
1 3
ok — grllp < E llgr — fIl — 0 fiir k — oo

12.1.13 Erinnerung an Analysis |

Sei f: IR — IR eine 27-periodische Funktion und Riemann-integrierbar iiber dem Intervall [0, 27].
Definiere dann den Fourierkoeffizienten fy:

Seien

insbesondere

V) =12

und es gelten:

(a)
If = Sulla < If = Tall2 VTn

(v )
I1F =SB =418~ 5 3 1l
k=—n

(c) die Besselsche Ungleichung:
oo
P <2m 3

k=—o0
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12.1 LP-Raume

12.1.14 Definition

Definiere
L3 = L?([0,2n))

Funktionen f € L3_ werden 27-periodisch fortgesetzt, d. h. es gilt
ffR—-C

Unter diesen Bedingungen gelten (a), (b) und (c) weiter.

12.1.15 Bemerkung

Sei
2 .= {(ck)ioz_ooz Z lex|? ist konvergent}

k

Auf diesem Raum wird die folgende Norm definiert:

I(er)llz = [> lexl?
k

((cr), (di)) = cxdy,
k

Das Skalarprodukt ist:

Die Abbildung
P — L3,

(ck) +— Z cre®®  (konv. in L?)
k

ist bijektiv und normerhaltend.
L. Carleson zeigte 1963: Fiir f € L_ gilt:

o0

flx) = kaeik“ f.a.

—00

12.1.16 Satz

Fiir f € L3_ gilt:

> fue®™ =f im L*-Sinn, d.h.

k=—o00
[Sn = fll — 0 (n — o0)

und es gilt die Parsevalsche Gleichung:

> Ul =2nllf13

k=—0oc0

379



12 Fourierreihen und -Transformationen

Beweis: Sei e > 0. Dann existiert:

1. eine stetige Funktion g: [0,27] — C mit

If =gl <e

OBdA sei g(27) = ¢(0). Falls nicht, &ndere g im Intervall [27 — §, d] so, daf g hier linear ist. Dabei
ist g(2m — §) := g(2m — ) und g(27) := ¢(0).

2. ein trigonometrisches Polynom 7;,, mit

lg(x) — Thn(2)| < in [0, 27]

£
V2w
(Weierstrafsscher Approximationssatz)
Sei nun n > m: Dann gilt:
Hf - Sn||2 < ||f _TmHQ
<f=gllz2+llg = Tmll2

< e+

d. h. S, — fin L,
Aus (b) folgt:

> 1Al =27l 113 — 27 [Sn — fll2
—_———

k=-n —0 (n—o0)

oo
= > Il =2rlr13

k=—o00
12.1.17 Bemerkung
Fur
¢ (x) — 1 eikm
F 2T
und f € L3 gilt:
27
fi= = [ f@ L (f,4)
k= —F —\J; 4k
V2 / \/2
und
\/_Z folp)le in L3
Zudem ist:
1 o0
3w 3 (760 = 2011
und

1 k=n
w’“’gn):{o k#n
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12.2 Die Fouriertransformation

12.2.1 Definition

Fiir f € L'(IR") heift
f(x) = (2m) /2 / F(€)e € de
.

12.2 Die Fouriertransformation

Fourier-transformierte von f (Dabei ist £ - x = {121 + - - - + €@y, das Skalarprodukt im IR™.).
Dabei wird die Abbildung ™ f + f definiert. Die Existenzbedingung fiir f ist:

|F(©)e ™% = [ f(9)]

12.2.2 Beispiele

(1) Sei fiir A > 0

f(&) = e Ml = g=Al&al==Alén]

Dann ist
(2m)"/?f(z) = /GXP< (—=A[&k| —kafﬁk)> d§
R” k=1
= / (ﬁ e—)\|§k—i§kfﬂk> d¢
R” k=1
Fugini H h(.%'k)
k=1
mit

h(xy) = /e—/\ékl—iékxk dé,
R

Berechne nun

[e'] 0 [e%9)
h(u) _ / e—/\|t\—itu dt = At—ztu+/
o Rl
oo oo
_ /e—)\s-i-isu ds + /e—)\t—itu dt
0 0
1 1 2\

- )\+iu+)\—iu - A2 4+ y?
Also ist dann:

n

F) = (22 oy T — 1 — (2
o = o Iz = (2)

n/2 n A

[]

A2 4 2
k=1 T T
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12 Fourierreihen und -Transformationen

(2) Sei
F(&) = e MIEN?
mit "
I1€1? =>"&.
k=1
Dann ist
(2m)"2 f(z) = /GXP (- D> OAG+ iﬁk%) d§
Br k=1
=[] rxx)
k=1
mit
h(u) = / e~ M itu gy
= e (a(er ) )
- 2 A
— P T xp 2
_ t+igy =s
" |Funktionentheorie 1
:e—u2/4)\ / e—)\82 ds
_ \/§e—u2/4)\
Also ist

Fla) = (20) 72 . e~ llel?/an

12.2.3 Einfache Eigenschaften der Fouriertransformation

(1) .
@) < @m) 721 f s

(2) Die Abbildung
Jrt — 1>
{f — f
ist linear, d.h.
of +Bg = af + 4,

und es gilt R
1Flloe < 2m) (1 f[1x
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12.2 Die Fouriertransformation

(3) (a) Fiir a € IR™ und g(&) = €™ f(&) ist

(b) Fiir a € IR™ und g(&) = f(§ — a) ist
g(x) = f(z) e
(c) Fiir eine regulire n x n-Matrix A und g(¢) = f(A7LE) ist

g(x) = |det Al - f(ATz)

(d) Fir g(&) = m ist

(e) Fiir g(&) = f(=¢) ist

Beweis: Auf dem Aufgabenblatt.

12.2.4 Satz von Plancherel

Fiir f,g € L' sind fg, f§ € L' und es gilt:
/ﬁ=/m

Beweis: Es ist

QWW?/f dx/ﬂg/f ﬁ“ﬁ) x)dx
Fubini €T g
I

n/2

— (2m)"? / a(E) - F(€) de

R"™

Auferdem gilt: X
(f9)(@)] < 27) (| fllow - l9(2)]

eL(R™)

Also gilt: fg e L.
Wieso ist oben der Satz von Fubini anwendbar?
Nach dem Satz von Tonnelli gilt:

//‘f Je T g dgdx—/lg !/If )| d€ dz existiert.

R™ IR™
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12 Fourierreihen und -Transformationen

12.2.5 Satz: Stetigkeit und Differenzierbarkeit von f

(a) fe C(R™), dh. fist stetig.
(b) Falls f(&)||€]|™ in L ist, so ist f € C™(IR™) und fiir |o] < m gilt:
D* f(z) = (—i)"leof.
Dabei ist
O[:(a]_,QQ,...,Oén)ean, ’a’:al++an

und

olelf

0119102992 - - - Oy On”

D%f = £ = Mg ... €,

z.B. ist fir « = (1,0,...,0):

fun () = —i'(QW)_n/2/51f(§)€_i§’z dg
e

Beweis:

(a) Setze '
F(w,&) = f()e™"

F:R" xIR" — C.

Ist & fest, dann ist x — F(x,§) stetig.

Ist x fest, dann ist |F(x, )| < |f(£)|, integrierbar unabhéngig von x.
Zusammen ist

fw) = 202 [ Pa.¢)de
J

als Parameterintegral stetig.

(b) Beweis durch Induktion nach m:
m = 1: (||| - f(§) integrierbar) Sei z.B. o = (1,0,...,0).
Ist £ fest, so ist z +— F(x,&) stetig differenzierbar nach z;

Fxl (.’E, 5) = _Zglf(g)e_lgx

Ist x fest, so gilt:
[Foy (2, 8)[ < [l -1£(E)]
—_——

integrierbare Majorante
= fz, ist stetig, f Parameterintegral, Formel gilt.
12.2.6 Satz
Fir f € L'(R") ist f € Co(IR"), d. h. f ist stetig und

f(z)=0.

llz[|—o00

Insbesondere ist f gleichméfig stetig.
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Beweis: Siche [12.2.8] auf Seite

12.2.7 Hilfssatz
Fiir f € LP(IR") sei f,)(v) := f(x —y). Dann ist

h(y) == If = fllp
gleichméfig stetig (h: IR™ — [0, 00))

Beweis: Es ist:

n(y) = ()] = [Ilf = fplle = I = Fllp| < i) —

=

(/yfa;— m—z)|pdac>

_ r=y+¢
" | Transformationsformel

- ( [15© - s6--up dg)% — h(z—y) — h(0)

d.h.: Zu zeigen ist die Stetigkeit im Punkt 0.

Sei also € > 0. Dazu exisitert eine stetige Funktion ¢ mit || f — g||, < e, g(z) = 0 fiir ||z]| > R(=

Es existiert also ein § > 0, so daf fiir ||y|| < 6 < R gilt:

lg(z) — g(z —

fir ||z|| > 2R

Damit ist dann

12.2 Die Fouriertransformation

) < {emn(zR)")l/p fiir |l < 2R
10

h(y) = MO) = IIf = Fpll =1If =9+ 9= 90) + 90 —

<ot | [ W@ —ga-yPdr| +

[z[[<2R <eP(Qn(2R)™) !

A

<e+e(Q2R)™) VP (Q,(2R)M)VP 4 ¢

= 3¢ fir ||y|| < o.

12.2.8 Beweis von

Es ist

27T n/2 /f —zfzdg

B Subst.
“le=n-rpzm
T
= [ fin—m e
/ [[|?

=1

) —in-x ez’7r d’l’]

R.).
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12 Fourierreihen und -Transformationen

Nach Addition ergibt sich:

]

ene2fw)] = | [ 1€ - 7 (€= n s )| e ag
\

BE
x
—fle—n2 )4
é/‘f(f) f<£ waP) ¢
==t
el
Zu € > 0 existiert ein 6 > 0 mit
| f(z)] < const - f—f< " > < e fir ﬂ'# <0,
1

it
(el

also fiir ||z|| > %.
= lim f(z)=0

[[]| =00

= f ist gleichmafig stetig.

12.2.9 Ziel: Die Umkehrformel

Im weiteren soll hier gezeigt werden, daf fast iiberall die Umkehrformel gilt:

£(6) = (2m) 72 / f(@)ei™€ du

12.2.10 Definition: Faltung
Fiir f,g € L*(IR") heifit

[ g() = (2m) 2 / £z —1)g(y) dy
J

Faltung von f mit g.

12.2.11 Satz: Einfache Eigenschaften der Faltung

Fiir f,g € L'(IR") existiert f * g fiir fast alle  und es gilt:
frxg=g*feL(R")

und
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12.2 Die Fouriertransformation

Beweis: Setze fiir F': R?" — IR:
F(x,y) == f(z —y)g(y)

/(/!ny!dx) dy= [ [ 156 - vl o)l dedy
= [l (/|f<x—y>dx> dy

=lfl

Dann ist

= If1llx - llglh
Nach dem Satz von Tonelli-Fubini gilt:

2(m)" (7 + 9)@) = [ Fap)d
existiert fiir fast alle =, und f * g € L*(IR"™).
(2m)" T+ g(x) = (2m)"/2 / (f * 9)(€)eiE" de
— [[ 16 = vawe e dyae
= [[ #e= e ggee ayae
2/ [/ F(€ —y)e VT dg| gly)e " dy
— @0 (@) - §(2)
(Mit der Transformation € — y = u in der vorletzten Zeile.)
12.2.12 Beispiel 1
Sein =1 und
1 in [a,b]

0 sonst

Dann ist

b
VER(f xg)a) = [ B 1y

Das ergibt 3 Fille:

1. x<a:

2. x>0
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12 Fourierreihen und -Transformationen

.a<z<b:

b b
/ey_xdy—i—/em_ydy: 1—ev @ 41—¢""
a xr

12.2.13 Beispiel 2

Sei
H(E) := e lElh = e—lal==l&l N\ > 0

Dann gelten folgende Aussagen:

(1)
7T A2+ a2

— (2n) " cerae = () 2
ha(x) == (2n) ”ﬂ!ﬂHW) g (> Hl

/ ha () dz = (2)"2

R"™

(3) Fiir f € L! gilt:
[ ha(z) = (2m) "2 / HE) F(€) de
J

(4) Wenn f € L* und stetig im Punkt z ist, dann gilt:

lim f * ha(a) = f(2)

A—0

Beweis:

1. Wie in Beispiel 1, T2Z.2.12]

[rione- () ([ )

_‘ t=MAs

2. Es ist

dt = \ds

N2 [ T !
:<E> /)\2+>\252 ds
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12.2 Die Fouriertransformation

3. BEs ist

(2m)™2 f % hy(z) /f:n— {277 ”/2/H AE) lﬁydg] dy

(27) "QU/L/I{AS z — y)e EVE gy i€ q¢

R" R™
= (277)_n/2 H()\E) (R f(x _y)e—i(m—y)f dy) I3 de
Jmal)
Tr;r:sf.:
u=r—yY
dy=du
= [H00j@e de

4. Ist f  hy definiert? Es ist |f(z — y)ha(y)| < ||f]loo fast iiberall, hy(y) € L', also ist f * hy
definiert. Es gilt:

|f hae) = flz)| =

< (2m) /2 / @ —y) — F(0)ha(y) dy
_ ‘ y =X
dy = \'¢
— (2m) /2 / F@ = M) — F(2)] - A~ ha(AE) de
—_———

=h1(§)
Fiir A, N\, 0 gilt

1)
|f(x = A&) — f(x)]hi(§) b punktweise

2)
[f(z = Akg) = f(@)[h1(§) < ([ flloo + [f (@)]) - R () Lk

ist integrierbare Majorante.

Mit dem Satz von Lebesgue gilt dann:
hy, * f(xz) — f(z) = 0 fir k — o0

12.2.14 Umkehrsatz

Ist f € L' und f € L', dann gilt iiberall dort, wo f stetig ist:

£(6) = (2m)~? / Fl)e € da
J

fast iiberall, wenn f stetig ist. Auflerdem gilt:
f-8) = n) 2 [ fa)eietdn = (o
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Beweis: Die rechte Seite sei g(£), g € Co(IR"). Es ist

[ ha(z) = (2m) ™2 / H(X\E) f(€)e€® de, vgl. HS

mit
H(AE) = ek
Hier gilt
1)
H(E) ()€ 2= f(e)e's
und
2.)

[HOOF(€)e ™| <1-1f(9)] -t
hat eine integrierbare Majorante.

Nach dem Satz von Lebesgue (angewandt auf f x hy,, Ay, — 0) gilt dann:

hmf*h,\ (2m) ”/2/f e e = g(x)

Da f stetig in x ist und f € L™ gilt:

lim £« By (2) = f ()

Es ist
If % by — fll1 = (2m) /2 / L/(f(:v —y) — f(z)) - ha(y) dy| dx
Fublnl n/?/ (R/ ’f z—y) — )’ h)\< )dm) dy
- <2w>"/2/ (‘R 1z —y) - >dar)
= fyy—flli=:p(y) stetig
=02 [ ewhato)dy
B
= x hy(0)
=2 (0)
=|foy=fli=1If=fll=0
Also:

I By — fll1 =
/\li%Hf* A—flli=0,
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12.2 Die Fouriertransformation

insbesondere gilt f * hy, — f in L' fiir jede Folge A\, — 0. Es existiert eine Folge A\;, \, 0 mit:

[xhy(z) = f(x) (k — o0) ..
(*)

Wo (x) gilt, ist:
flw) = lim fxhy () = g(z)

12.2.15 Bemerkungen

(a) Ist f, f € L'(IR™), so existiert ein g € Co(IR™) mit f(z) = g(z) L.ii.
(b) Fiir die Abbildung " gilt: = L'(IR") — Cp(IR"). Die Klasse S besteht aus allen Funktionen
f e C®(R") mit

sup |[z[|™ - |D* f(z)] < oo
z€lR

fiir alle m € N, und alle o € INg.
Ein typisches Beispiel ist f(z) = e~ l2I” Denn es ist

fa:l = —2x1f, .

12.2.16 Satz

Die Fouriertransformation bildet S bijektiv auf sich ab.

Beweis: Esist S C L' NCyund D*f € S fiir f € S.

(1) f € S. Zeige, dak daraus folgt: f € C(IR™). X )
Sei m € INy. [|£]|™ - f(§) ist integrierbar, also ist f € C™(IR"), d.h. f € C>°(IR").
(2) Sei f €S, meINy. Zeige:

sup [|z]|™ - | f(z)] < oo
zeR™

Es ist

—ixlf( (27) ”/2/]” —izie ”5) dg

i —ix-£
3516

Schreibe nun:

= — 5} e n—1
s

Fublnl —n/2 / ( f €17 —i(&1z1++Enan) dé-l d§_
Das innere Integral ist:
= f(&,8) e - / (%f(fl f)) e T dg,
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Also gilt zusammen:

w1 f(a) = (2m) 7"/ / Jei (§)e™" dé = Je, ()
e

Per Induktion nach |a| zeigt man:

Sei x fest und k so, daf

nfic o] = fonl, b o] < - faud

Wihle o = (0,...,0,m,0,...,0) mit m an der k-ten Stelle. Dann gilt:

(%)m )™ - |f ()] < |oe™ -1 f ()]
< |D (@)

< sup sup ][ D° ] (z)

< 00?77

Wenn das ,,7* gilt, gilt die Behauptung (2).
Beweis hiervon im Hilfssatz [2.2.17

(3) Sei 8 € INZ: Betrachte (2) mit DAf € S:
sup [|z||™|D? f(x)| < o0
zeR™

fiir alle m. Daraus folgt: f es.

(4) Zeige: "ist injektiv:
Sei f = 0. Daraus folgt mit dem Umkehrsatz, daf f(z) = 0 f.i.. Da f stetig ist, gilt f(z) = 0,
d.h. " ist injektiv.

(5) Zeige: "ist surjektiv. Sei g € S,

f(z) = (2m) "2 / g()eS7 dg € S

R"™

und es ist f = g, d.h. " ist surjektiv.
Zusammen mit (4) gilt dann: "ist bijektiv.

12.2.17 Hilfssatz
Sei m € INg, « € INy und f € S. Dann gilt:

sup |2 | D7 (@) < o0

392



12.2 Die Fouriertransformation

,0) zu zeigen. Es ist

Es geniigt, dies fir o = (0,0,
fla) = 20 [ e ionag

Beweis:

[ Ggt9) e

und
A ‘ _ (27‘(’)7”/2 @
6771
< (27T)_n/2/ ‘@f(f)‘ dg

= Cm,k < cm

Also gilt fiir alle z € IR™:

1\" m |
(3) tedm |f@)] <
(Dies gilt auch fiir D*f € S, d. h. fiir beliebiges «)

12.2.18 Die Warmeleitungsgleichung
Sei u(zx,t) fir x € R", t € IR, die Temperatur im Punkt x zum Zeitpunkt ¢. Sei nun w; = Au:

Zu 16sen ist das Cauchyproblem: uy = Awu fir t > 0, z € R™ und den ,Anfangswerten” u(z,0) = f(x)

w(z, ) = (2m) "2 / (e, )€ de

Ansatz:
Rn
Formale Rechnung liefert:
w = (20 [ (e e de
Rn
Ugzpx), = (27)_71/2 /(—fz)ﬁ(fyt)eig'x dg
]1:{71,
Damit ist dann
w = Su=@n) "2 [ Jale, )+ elPace, 0] ¢+ de
Rn
=0, falls[...]=0
Dadurch entsteht ein Problem fiir :
a(€,0) = f(§)

Die Losung hiervon ist: R ,
a(g 1) = f(ee eI
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Daraus folgt dann fiir u(x,t):

u(z,t) = (2m)~" / / Fy) - e €V dy| - e €t isw g
e

R™

= (2m)™" e lEPte=i&-w==) ge | . f(y) dy
LU
= /K(y—w,t)f(y) dy
Br

mit
K(w,t) = (2m)™" / e lEIPte—igw ge

R"l
— (2mt) /2 Il /4t

Damit ist dann
u(z,t) = (2mt) "2 / e le=vllP/4t . £(4)) dy. (12.2)
Rn

Der Nachweis der Richtigkeit geschieht folgendermafien:
1. Alles ist erlaubt, falls f € S ist, oder
2. Verifiziere alles an (IZ2). (Dies gilt, falls f stetig ist und | f(z)| < Ceecl*l* fiir ¢ > 0.)

12.2.19 Bisherige Eigenschaften der Fouriertransformation

Bisher haben wir gezeigt, dafs fiir die Fouriertransformation die folgenden beiden Aussagen gelten:
~ LY = Q)
mS—- S5

Nun wollen wir zeigen, daft auch
L2 — L2
gilt (nicht formelméfhig).

12.2.20 Hilfssatz

Fir f € L'NL2ist f € L2 und || f]]2 = || f]|2.

Beweis: Setze

f@)y=f(=z) und g=fxf
Damit ist

o(x) = (2m)"/? / f—z+y) T)dy
J.

= (21)"2(f(a), f)
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12.2 Die Fouriertransformation

CSU
l9@)] < @02 foll2 - 112 = @m) ™I £13
2. ge Lt
3. g ist gleichméfig stetig:
2m)"\g(2) = 9(2) = |(f@) = F(: )

csu
< f@) = fllz - I fll2
= [ flo=z) — Fl2llfll2

— 0 fir ||z —z[| =0

Es ist
g% hx(0) = (2m) /2 / HO)3() dé
J

mit H (&) = el
Da g stetig ist, gilt:
lim g % h)(0) = g(0) = ||f||%

A—0
Rechts in ([Z3) ist fiir A — 0: H(AE) /1 A N\, 0 = H(M:)g(&) | (6))?, also
3&) =11©F >0
Mit dem Satz von Beppo-Levi ist dann
Jimrechts = (2r) /2 / 7)) de
= (2m) "\ f113

12.2.21 Satz, Parsevalsche Gleichung

(12.3)

Die Fouriertransformation "1ift sich zu einer ,linearen” und ,bijektiven* Abbildung " L? — L? mit

1£112 = IIf]12 sParsevalsche Gleichung"

fortsetzen.

Bemerkung: Dabei soll heifen:

Jlinear* - A
of + Bg(z) = of + B4 f. ii.
minjektivt A
f(x) =g9(z) = f(x)=g(2)f i
»surjektiv*

geL? = esex. feL?: f(x)=g(x)f i
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12 Fourierreihen und -Transformationen

Beweis:

(a) Fortsetzung: Sei f € L?. Setze

0 sonst

fulw) = { fla) in [~k K"

Es ist f; — f in L?. AuRerdem ist f, € L' N L?, also ist fk definiert und fk € L2
(fx) ist Cauchyfolge in Lo, da

I1fk = fillz = Ifu = fill2

= fk konvergiert im L?, setze

f:= lim fk

k—o0

(b) Die Fortsetzung ist unabhéingig von (fx):
Gelte g, — fin L?, g, € L' N L?:

1fx — dkll2 = || fx — gxll2 — 0
Also ist fiir k — oo:

fr=Ff=0<a

Die Linearitat wird als Aufgabe gestellt.
Zeige nun die Normerhaltung:

7 . A HS ;.
£l = Jimn [1Fills ™ tm (1 felle = 117
Jnjektiv Sei f =0 (d.h. f(z) =0 fii.): Fiir k — oo gilt:

fo —  f Ifrlla = [l fll2
I I f(z) =0 fi

fo = F = iz = 0 (k—o0)

wsurjektiv’ (teilweise)
LN L2 ist dicht in L?, d.h.:
Zu jedem g € L? gibt es f, € L' N L? mit
fk — g n L2

Dann gibt es zu g € L? eine Folge (fx) in L' N L2 mit fr — g.
(fx) ist eine Cauchyfolge in L2, da (f) Cauchyfolge ist, also f, — f € L%. Also gilt:

f: lim fk:ginL2
k—o0

also f(x) = g(x).
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12.2 Die Fouriertransformation

Beweisskizze: Skizze, dafs LN L2 dicht in L? ist (Funktionalanalysis):
Sei g € L? und setze

A= mf{||g—f|\2: fert mL2}
Dann existieren f; € L' N L? mit R
lg = Sl — A
(1) (fi) ist Cauchyfolge [|u +v[|3 + [lu — v[|3 = 2[[ull3 + 2[|vl[3], fx — f.

(2) Bsist (g— f,h) =0 fiir alle h € L' N L2.
Idee:

(3) Setze nun h(z) = hy(z — a) fiir a € IR” und A > 0. Dann ist fiir fast alle a:

hax (g~ F)a)=-=0

:>g—ff0f.ii.
= A=|f-gl2=0.
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